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Znsannnenfassnnt&n der vorliegenden Untersuchung sol1 ein allgemeines Nlherungsverfahren zur 
Berechnung einer Zweistoffgrenzschicht ftir den Fall entwickelt werden, dass die Fliissigkeitseigenschaften 
verlnderlich sind und die Prandtl- und Schmidt-Zahl willktirlich sind und von der Konzentration abhiingen. 
Das Verfahren wird aud verschiedene Striimungsprobleme angewandt, und die Ergebnisse werden, soweit 
miiglich, mit bekannten exakten Liisungen verglichen. Es winl im Gegensatz zu den Ergebnissen von Baron 
gefunden, dass bei Heliuminjektion die Prandtl-Zahl an der Wand nicht unter den Wet? 0,675 abnimmt. 
Dartlber hinaus gehen die Ergebnisse fti die Oberfllchenreibung und den Massentlbergang, die in der 
vorliegenden Untersuchung ftlr beliebige Schmidt-Zahlen erhalten wurden im Grenzfall SC --t 1 in die 
Lijsung fur den Fall Pr = SC = 1 tiber. Die Methode gestattet such eine Losung fur die Plattenstromung 

bei homogenenem Ausblasen zu tinden. wo eine Lhnliche Losung nicht existiert. 
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BEZEICHNUNGEN 

definiert durch Gleichung (4. 8b); 
defiiiert durch Gleichungen (4.13) bzw. (4.12) ; 

(Cp12 - 1) Clw ; 
Mengenbeiwert des Ausblasens (= u,/u,); 
Massenkonzentration der i-ten Komponente (= piip); 
spez Warme der i-ten Komponente [cm2s- 2 grad- ‘I; 

C&2 ; 

spez Warme des Gasgemisches [cm’ sw2 grad-‘]; 
ijrtlicher Reibungsbeiwert ; 
P + 6; 
Diffusionskoeffiient eines Zweistoffgemisches [cm’ s- ‘1; 
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definiert durch Gleichung (4. 8~); 

I 

a H 
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all Ha w; 

definiert durch Gleichung (4. 8q) ; 

* Gektirzte Fassung einer von der Math nat Fakultat der Georg-August-Universitlt Gijttingen angenommenen, unter 
Anleitung von Herm Prof. Dr. W. Wuest, Aerodynamische Versuchsanstalt Gbttingen, durchgefiihrten Dissertation. 
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reduzierter Mengenbeiwert des Ausblasens 

Gesamtenthalpie des Gasgemisches [cm’ s- ‘I; 

H,/H, = (T,/T,) 
( 
1 + GMa: 

x 
(1 + C); 

dimensionslose Sutherlandsche Konstante an der Wand fur binares Gasgemisch; 
charakteristische Lange [cm] ; 
Machzahl ; 
Molmasse der i-ten Komponente [g mol- ‘1; 
eine Konstante, definiert durch Gleichung (6.4); 
ijrtliche Nusseltsche Zahl [ = - (8T/dy),x/(T, - T,)] ; 
normal zu einem Meridianschnitt (bei Rotationskorpern) [cm] ; 

m{ 1 - &Cl - ClJSC,} : 
Prandtlsche Zahl ( = ,LU@) ; 
Druck [g cm-’ s-‘1; 
Gaskonstante der i-ten Komponente [cm’ se2 grad- ‘I; 
Reynolds sche Zahl (= pmu,&pm); 
iirtliche Reynolds’sche Zahl (= pmu,x/pL,); 
iirtliche Reynolds’sche Zahl in achsensymmetrischer Striimung (= ~,u,sI/L,); 
Temperaturrtickgewinnfaktor (Recoveryfaktor); 
Meridianschnitt eines Rotationskorpers [cm] ; 
definiert durch Gleichung (2.27); 
Sutherlandsche Temperaturkonstante der i-ten Komponente [OK] ; 
Schmidtsche Zahl (= v/D,,); 

Stantonzahl fur Wglrmetibergang [= - (x%>. ~oouooc~rn(Tw - T,) 1; 

Stantonzahl fur Stofftibergang [ = (pu),/p,u,(cI, - c,,)] ; 
Koordinate langs der Meridianlinie eines Rotationskbrpers [cm] ; 
Temperatur [“K] ; 
Gleichgewichtstemperatur [“K] ; 
Variable definiert durch die Dorodnitsyn-Transformation, siehe Gleichung (3.10); 
Geschwindigkeit langs der Wand bzw. quer zur Wand [cm s- ‘1; 
Koordinate langs der Wand bzw. quer zur Wand [cm]. 

Griechische Bezeichungen 
a, (Pa/P,) (/U0@; 
YT Verhaltnis der spezifischen Warmen ( = CJC,) ; 

4 halber Kegelwinkel [“I ; 

6, Grenzschichtdicke [cm] ; 

49 Grenzschichtdicke in (x, t)-Ebene [cm] ; 

6*, Verdrlngungsdicke ; 

0, Stosswinkel [“I ; 
9, Impulsverlustdicke ; 
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c, dimensionslose AnlautXnge [ = d:)’ F] ; 

Warmeleitfalhigkeit [g cm sm3 grad-‘]; 
[ = (6~1)~ Re] ; 
dynamische Z%higkeit [g cm-’ s- ‘I; 
kinematische Zahigkeit (= p/p) [cm’ set- ‘1; 
Gesamtdichte [g cm- “I; 
Dichte der i-ten Komponente [g cm- “I; 
Molektildurchmesser der i-ten Komponente [A] ; 

TWIT,; 

Konstanten fur eine gegebene binare Gasmischung. 

Bedeutung der Indizes 
A. Werte fur Rotationskorper; 

f 
Werte am Aussenrand der Grenzschicht : 
Werte hinter dem Stoss ; 

i( = 1; 2), 1 fur ausgeblasenses Gas (z. B. Helium), 

fi, 
s, 
V, 
W, 
cc , 

2 fur ausseres Gas (Luft); 
normal zu einem Meridianschnitt (bei Rotationskorpem); 
l&rings eines Meridians&r&s (bei Rotationskijrpem); 
Werte vor dem Stoss; 
Werte an der Wand ; 
Werte in einem Bezugspunkt ausserhalb der Grenzchicht. 

1. EINLEITUNG 

DIE VERMINDERUNG des hohen Warmeflusses an den Obefflachen hypersonischer Flugkorper 
ist ein wichtiges Problem das in letzter Zeit sowohl theoretisch als such experimentell untersucht 
worden ist Eine erfolgversprechende Methode besteht in der Anwendung der Transpirations- oder 
Massentibergangsktihlung. Ein solcher Ktihlprozess kann z.B. mit Hilfe einer durchlbsigen Wand 
verwirklicht werden, durch die ein Ktihlmittel eingespritzt oder eingeblasen wird Das Ktihlmittel 
kann ein Gas, wie z.B. Luft, Helium oder Wasserstoff, oder eine Flussigkeit wie z.B. Fltissigsauerstoff 
sein. Eine gleichartige Wirkung kann such hervorgerufen werden. wenn das Wandmaterial (z.B. 
Graphit. Glas oder Kunststoff) unter dem Einfluss der heissen Grenzschicht sublimieren kann und 
durch die Verdampfungswarme eine wirksame Ktihlung entsteht. In allen diesen Fallen werden 
Stromungsgrenzschichten gebildet, in denen zwei oder mehr Gase sich durch Diffusion miteinander 
mischen. Die herkommlichen Grenzschichtgleichungen werden durch das Auftreten einer Gleichung 
erweitert. welche die Erhaltung der Spezies an irgendiener Stelle der Grenzschicht definiert. und 
da verschiedene Gase such verschiedene Werte der spezifischen Warme haben, kann ein Ener- 
gietransport such durch Massentransport erfolgen und die Energiegleichung muss im Hinblick 
darauf abgeandert werden. 
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Die Gleichungen sind van Hall [1], Baron [2] und Wuest [3] abgeleitet worden. Eine Analysis 
dieser Gleichungen r(3.1) bis (3.6)] ist fi.ir konstante Fhissigkeitseigenschaften in inkompressibler 

Striimung van Hartnett und Eckert [4] gegeben worden. Sie betrachten zunachst den Fall Pr = SC 
= 1 fk die Plattenstr~mun~ wobei die drei Differentialgleichungen fur Imp&, Energie und Spezies- 
masse identisch werden und die Ergebnisse von Schlichting und Bussmann [5] anwendbar sind, 
und gehen dann zu realistischeren Prandtl- und Schmidtzahlen iiber. 

Eine Naherungslosung hir die Striimung iiber eine Platte mit Warmeiibergang ist von Bansal [6] 
gegeben worden. 

Fur den Fall des Einblasens von Luft sind eine Anzahl von Untersuchung~ durchgef~hrt worden. 
(Eine eingehende Bibliographie ist von Schlichting [7] gegeben worden.) Die Stromung in einer 
kompressiblen Grenzschicht ist z.B. durch Yuan [S], Lew und Fanucci [9] und Morduchow [lo] 
untersucht worden. Lew und Fanucci [9] haben die Arbeit von Iglisch [ll] fur die inkompressible 
Grenzschicht mit homogener Absaugung auf die kompressible Grenzschicht an einer ebenen Platte 
mit Absaugen und Ausblasen erweitert, wahrend Morduchow [12] und Morduchow und Rayle 
[13] IIir den gleichen Fall ein N~herungsverfahr~ entwickelt haben, das sich auf die v. K~rm~nsch~ 
Integralbedingungen stiitzt. 

Es ist schon frtiher darauf hingewiesen worden, dass mit zunehmenden Fluggeschwindigkeiten 
in neuerer Zeit der Injektion einer Fliissigkeit in die Grenzschicht, die eine andere Zusammensetzung 
als die Hauptstrijmung hat, immer mehr Beachtung geschenkt wird In diesem Fall mussen alle 
Gleichungen (3.1) bis (3.6) studiert werden. wobei die Abh~ngigkeit der Fl~ssigkeitseigenschaften von 
der Temperatur und Konzentration ber~cksichti~ werden miissen. Ii. Schuh [ 141 hat wahrsche~lich 
als erster die Konzentrationsgrenzschicht untersucht, wobei die physikalischen Eigenschaften der 
Bestandteile als unabhangig von der Konzentration angenommen wurden. Diese Einschrankungen 
wurden durch J. W. Smith [15] fallengelassen, der eine Theorie variabler Eigenschaften fur eine 
Mischungsstrijmung in einer Hochgeschwindigkeitsgrenzschicht entwickelt Einige Annahmen 
in der Theorie van Smith entsprechen nicht den physik~ischen Erfordemissen und haben deshalb 
Kritik ausgeliist In einer Untersuchung von .I. R Baron [Z] wird die vollstlndige Gleichung 
aufgestellt und auf den Fall der ebenen Platte bei willkiirlicher Prandtl- und Schmidtzahl angewandt. 
Baron berichtet iiberraschenderweise, dass bei Heliuminjektion die Prandtlzahl an der Wand bis 
zu einem Minimum (-0,47) bei clw = 02 abnimmt, obwohl sowohl Helium als such Luft fur 
sich Prandtlzahlen von etwa 0,72 haben. Ausserdem sind seine Ergebnisse fur die Oberflachenrei- 
bung und den Massen~bergang (die unabh~ngig von der Prandtlzahl sind) fur beliebige Schmidt- 
zahlen bei Annaherung an SC = 1 nicht in enger ~bereinstimmung mit den in der Pr = SC = l---- 
Analysis gewonnenen Ergebnissen. Wuest [3, 16? 171 hat die Losung der Gleichungen (3.1) bis 
(3.6) sowohl fur verschwindende als such nichtverschwindende Druckgradienten untersucht. 
Numerische Beispiele sind auf einem IBM-650Computer fur ffberschallstrbmung langs einer 
ebenen Platte berechnet worden, wobei die Einblasegeschwindi~eit ‘- 1/4x vorausgesetzt wurde 
und fur nicht verschwindende Hussere Druckgradient~ die Wirkung der Dissipation und der 
kompressiblen Temperatureffekte vernachlbsigt wurde, so dass die Liisung nur fur kleine Mach- 
zahlen gtiltig ist Das Ktihlproblem an einer ebenen Platte mit Injektion eines leichten Gases ist 
such von Hall [l] und Eckert et al. [ 18-201 untersucht worden. 

Bei den oben erwahnten Untersuchungen sind in fast allen Fallen fur eine Zweistoffgrenzschicht 
almliche Liisungen vorausgesetzt worden, wobei sich nur die Annahmen tiber die Fliissigkeitseigen- 
schaften unterscheiden. Ein kurzer ijberblick iiber die verschiedenen Theorien unter Einschluss 
einer turbulenten Zweistoffgrenzschicht ist von Gross et at. [21] gegeben worden. Fur die naherungs- 
weise Losung einer Zweistoffgrenzschicht hat Baron [Z] eine Liisung fti die Mischungsstromung 
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an einer undurchlassigen Platte mit Hilfe des Pohlhausenverfahrens [22] gefunden. Wuest [23] 
hat ein m6gliches Verfahren umrissen, urn eine NherungslBsung ftir die Zweistoffgrenzschicht 
an einer dur~~~~~~ Wand mh Hilfe der v. K~rrn~~~hen i~tegra~~~n~nge~ zu finden. 

fn der vor~iege~d~ ~ntersu~hu~g soE ein a~~g~~~n~ ~~er~~gsv~f~ren ztlr ~ere~~nn~ 
einer Zweistoffgrenzschieht fur den Fall entwickelt werden, dass die Fi~ssigkeitseigenschaft~ 
veranderlich sind und die Prandtl- und Schmidtzahl willktirlich ist und von der Konzentration 
abhingt. Das Verfahren wird auf verschiedene Striimungsprobleme angewandt, und die Ergebnisse 
werden, soweit moghch, mit bekannten exakten tisungen verglichen. Es wird im Gegensatz zu 
den Ergebn~sse~ van Baron gefunden, dass bei ~~~~~~~k~~o~ die Pr~d~~~h~ an der Wand 
nicht unter 0,675 abnimmt Dariiber hinaus gehen die Ergebnisse fiir die ~~er~~~he~rejbun~ und 
den Masseniibergang. die in der vorhegenden Analysis fur behebige Schmidtzahlen erhalten 
wurden, im Grenzfall SC -+ 1 in die Analysis fur den Fall Pr - SC = 1 tiber. Die Methode gestattet 
such eine Lijsung ftir die Plattenstriimung bei homogenem Ausblasen zu finden, wo eine ahnliche 
L.&sung nicht existiert. Es werden neue Egebnisse z~sammengetra~e~~ die such van prakt~s~bem 
Meres= sind und die fiir technische Anwend~g~ gen~ge~ genau sind. 

2. TRANSPORT$IGENSCHAFTEN EINER BIN;iREN CASMISCHUNC 

Im f~~gend~n wird ~g~ornrne~~ dass die beiden G~skomponente~ und d~eres~~tie~e~de M~s~h~~g 
ideale Gase sind, 

Die Ausdr~~k~ fiir Diehte, spezifische W%rme, D~ff~~onsko~~~ente~ Z~jgkeitskue~z~ent~n, 
Wgirmeleitungskoeffizienten, Prandtlsche Z&l und Schmidtsche Zahl eines bin&en Gasgemischs. 
wie sie bei Grenzschichtstromungen benutzt werden, sind folgende [24-261. 

mit 
Q m2 1 =-.....-- 

ml 
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CPl 
cp12 = - 

CP2 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

cl, s2, sJ und .sq sind Konstanten fur eine gegebene binare Gasmischung. 
Die thermische Zustandsgleichung eines bit&en Gasgemischs idealer Gase lautet : 

p=pRT 

mit 

(2.13) 

R = clR, + (1 - c,)R,. (2.14) 

Die Tabellen der Konstantenwerte Q, cp12, sir s2, sj, sqr y, S, und S, fi.ir verschiedene Gasmischungen 
wurden von Wuest [3] gegeben. Die Wert fur He-Luft-Mischung stehen in Tabelle 1. 

Q 6.25 
cp12 518 
61 0,097 

s2 0,O 
83 4,87 

?r , 0,ll 0,72 

01 2,18 [A] 

02 3,75 [Al 

012 2,965 [A] 
SC, 0,78 

SC* 0.24 
T. 293 [“K] 

5, 90 [“K] 

5, 111 [“Kl 

Table 1. In der numerischen Rechnung verwendete konstante Werte fir 
Helium-Luft-Mischung 

Gleichung (2. 17b) 

CPllCP2 
Gleichune. (2. 321 
Gleichung (2. 32) 
Gleichung (2. 33) 
Gleichung (2. 27) 
Prandtlsche Zahl fur Luft 
Molekiildurchmesser der ersten 
Komponente (He) 
Molekiildurchmesser der zweiten 
Komponente (Luft) 

(a, + u,l/2 
Selbstdiffusions-Schmidtzahl 
der Luft 
Gleichung (2. 29) 
Temperatur am Lusseren Rand der 
Grenzschicht 
Sutherlandsche Temperatur- 
konstante der ersten Komponente (He) 
Sutherlandsche Temperatur- 
konstante der zweiten Komponente 
(Luft) 

3. GRENZSCHICHTGLEICHUNGEN BE1 EINEM BIN-EN GASGEMISCH 

Wenn man die Grenzschicht-Voraussetzungen fur die gasdynamischen Gleichungen, die durch 
die kinetische Gastheorie gewonnen werden, anwendet, konnen die bekannten Gleichungen der 
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laminaren Grenzschicht fti die station&e zweidimensionale Striimung einer binaren Gas- 
mischung wie folgt ausgedrtickt werden [27] : 

Konzentration 

ac, de, a 
Pax + way = ay 

ac, 
- PDlZ---- ( > ay 

Kontinuitat 

Impuls 

(3.1) 

Energie 

13.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Darin bedeutet 

h i 5 cpiT, (3Sa) 

h = C cihi (3Sb) 

und 

Zustandsgleichung 

H = h -I- u2/2 (JSC) 

p=pRT. (3.6) 

Die Stoffwerte p, ,u, D, 2, cP und Prandtlsche und Schmidtsche Zahlen des Gemisches sind als 
ortlich vertiderlich vorausgesetzt Die thermische Diffusion ist im technischen Stoffaustausch 
im allgemeinen vernachlassigbar klein und ist daher in den obigen Gleichungen nicht enthalten. 

3.1 R~ndbedin~~en 
Die Rand~ingung~ fiir das obige System von Gleichungen sind an der Oberfliiche des Korpers 

durch das Waften gegeben und durch die Forderung der &mlichkeit der v-Geschwindigkeits- 
komponente, der Konzentration an der Wand und der Enthalpie: 
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fury = 0: 
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u=o 

u = u,(x) 

H = H, 

cl = c&d (3.7) 

Am ausseren Rand der Grenzschicht muss die Geschwindigkeit und die Enthalpie gleich den 
Werten in der freien Stromung sein. Die Konzentration irgendeines Materials, das an der Ober- 
flache ausgeblasen wird, wird gleich Null in der ausseren Stromung. 

Daraus folgt : 

fury+ co: 

u = u,(x) 

H = H,(x) 

Cl = 0. (3.8) 

Die letzte Randbedingung erhalt man unter der Voraussetzung, dass die Massengeschwindigkeit 
der Luftmolektile (oder die zweite Komponente in der bin&en Mischung) an der Oberflache des 
Kdrpers verschwindet, d.h., es gibt im ganzen keinen Massentibergang des Luftanteils in die 
Kiirperoberflache. Deshalb muss der Massenfluss der Luft durch Konvektion von der Oberflache 
gleich und entgegengesetzt zur Diffusionsstromung der Luft in Richtung auf die Oberflache sein. 
Aus diesen Betrachtungen ergibt sich die bekannte Eckert-Schneider-Bedingung, die durch die 
folgende Gleichung dargestellt wird [3] : 

u,(x) = - 
k2 acl 

[ 1 c2 ay i (3.9) 

Auf den ersten Blick konnte man aus (3.7) bis (3.9) schliessen, dass acht Randbedingungen aufgeftihrt 
worden sind, wahrend eine Untersuchung der Differential-Gleichungen zeigt, dass nur sieben 
Bedingungen gefordert sind Wenn wir die Bedingung (3.9) naher betrachten, dann wird es offenbar, 
dass die Ausblasegeschwindigkeit und die Konzentration an der Wand nicht unabhlngige Grossen 
sind und.um eine zu finden, die andere vorgegeben sein muss. Diese Tatsache wird klar werden, 
wenn die spezifischen Stromungsprobleme im weiteren Text gel&t werden. 

3.2 Digerential-Integral-Gleichungen 
Nach der Dorodnitsynschen Transformation 

f 

Y= s %dt 

0 

und 

(3.10) 
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Energie 

und 

Konzentration 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15a). 

(3.1 Sb) 
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(3.1%) 

(3.15d) 

(3. Be) 

(3.15f) 

(3.158) 

(3.16) 

In den abgeleiteten Gleichungen (3.12) bis (3.14) ist eine einzige Crenzschichtdicke vorausgesetzt. 
Das ist eine Alternative zu der Einfiihrung von drei Grenzschichtdicken. namlich. eine Ge- 
schwi~digkeits- oder Impuls-Grenzschichtdieke. eine Gesamtenthalpie- oder thermische Grenz- 
scbichtdicke und eine ~iffusions_Gren~~hi~~tdi~ke. Die Voraussetzung einer einzigen 
Gre~~schich~dicke ist miiglich fiir Fliissigkeiten mit Prandtlschen und Schmidtschen Zahlen in der 
der N&he von 1 (die meisten Gase erftillen diese Bedingung). Wie wir spgter in Kapitel 4 sehen 
werden. legt ferner die Emftihrung einer einzigen Grenzschichtdicke notwendigerweise keine 
zwingenden Beschr&rkungen fiir die Enthalpie- und Diffusionsprofile auf, weil beide einen zus&- 
lichen Koe~zient~n enthatten kiinnen, der nicht durch die ~andbedingungen bestimmt ist. Diese 
Koe~zienten. die e, und d, genannt werden, ersetzen die Enthalpie- und f)iffusionsgrenzschicht- 
dicke wie die anderen zwei Unbekannten. die durch die Gleichungen t3.12) bis (3.14) bestimmt 
werden. 

4. ALLGEMEINE LC)SWNG DER INTEGRO_DIFFERENTIAtC;I;ELCHUNGEN 

Die Glei~hung~ (3.12) bis (3.14) k&men in gew~~li~he ~if~erentialglei~hung~ ~mges~hrieben 
wetden, wenn man die Geschwindigkeits-, die Gesamtenthalpie- und die Konzentrationsprofile 
als bestimmte Funktionen der Variablen q annimmt, mit gewissen Parametern als unbekannte 
Funktionen von <, die (3.12) bis (3.14) gentigen mtissen. In dieser Arbeit werden Geschwindigkeits- 
profile vierten Grades und Gesamtenthalpie- und Konzentrationsprofile fiinften Grades gewahlt, 
die die folgenden W~dbindung~ erfiillen [24] 

Geschwindigkeit 
fiir: 11 = 0: 



NAHERUNGSWEISE BERECHNUNG DES WjlRME- UND STOFFAUSTAUSCHES 

,a + b.,,$;]; A + {$(;)}w, 
fiir q = 1: 

u 
-=l, f(+$($=O 
%l 

Gesamtenthalpie 

fiir q = 0: 

H, 1, 
H, 

Konzentration 

fiir q = 0: 

r 

$(,)=$(E)=o 

fiir rj = 1 : 

ac, a2c1 o c,=o, -= 
a? v=’ 

Ausserdem gilt nach (3.9) 

acl ( > - = 
all w 

- a(1 - cIw)Sc, 

93 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

Damit ergeben sich fi,ir das Geschwindigkeitsprofil vierten Grades und das Gesamtenthalpie- 
und Konzentrationsprofil ftiften Grades, die obige Wandbindungen erfillen, die folgenden 
Ausdriicke : 

U 
-= 

%I 
; [(12q - 12~~ + 6~~) + P(6 q2 - 8q3 + 3~~) + A(q - 3q2 + 3q3 - q”)] (4.5) 
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H 
- = 1 + f% - I)(1 - 10~~ + 15q4 - 6~‘) + (r/ - 6q3 + 8q4 - 3~/9e, + 
HO 

+ h2 - 3r13 + 3q4 - $) e (4.6) 

und 

c, = (1 - 10~~ + 15~~ - 6$)c,, + (~1 - 6q3 + 8q4 - 3q5)d, + (q2 - 3g3 + 3r/4 - $)d2 (4.7) 

mit 

(4.8a) 

(4.8b) 

c = (512 - l)Cl, (4.8~) 

HW (T,/T,)(l + a 
Ir = H, = 1 + [(y - 1)/2]Mu,2 

(4.8d) 

a1 =(cp12 - l)i(l + C) (4.8e) 

a2 = a1 + 
Q E3 

1 + Qcl,,, - 1 + ~3c;w 

P1= Q 81 + 2E2C1w 

1 + Qclw - 1 + &l~lw + E& 
(4.8g) 

(4.8h) 

83 = 

(1 - Pr,) (y - 1) Mu,2 
(4.8i) 

1+7-‘Maz 
2 a 

P4= a1 

B5 = a1 1 C@ 

/I6 = 2Q E4 

1 + Qclw - 1 + ~4c1w 

P=a+pl ac, 0 au WE a[1 - P1(l - c1,W4 

(4%) 

(4.8k) 

(4.81) 

(4.8m) 

D=P+6 (4.8n) 
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d, = 

d2 = 

e, = 

und 

Pr, = 

SC, = 

ac, ( > - = 
all w 

-a(1 - 

SW& + Bsdl)dl 

(4.80) 

(4.8~) 

+ 28&z - l&d: 1 (4.8q) 

(1 + ~1~1, + w:,) (1 + Qc,,) sc* 

1 + E4Clw 

7 

(4.8r) 

(4.8s) 

wobei der Strich die Ableitung nach < anzeigt. 

4.2 Formulierund des Problems 
Das Problem unserer Untersuchung kann nun folgendermassen formuliert werden : Vorgegeben 

seien ein binares Gasgemisch (d.h., die Werte von sl, s2, s3, s4, Q, y, cp12, Pr, SC, S, und S,), ein 
konstantes Verhaltnis T,/T, von Wandtemperatur zu einer Bezugstemperatur ausserhalb der 
Grenzschicht, eine Machzahl (Mu,), die Verteilung der Ausblasegeschwindigkeit u,(c) [oder die 
Konzentration cl,(~) an der Wand] und die Geschwindigkeitsverteilung (u,/u,)({). Dann konnen 
die Gleichungen (3.12), (3.12), (3.14) und (4.4) fi.ir L(r), d,(r), e,(t) und clw(5) Coder a,,,(<)] gel&t werden. 
Wie man sieht, gibt Gleichung (4.4) die einfache Beziehung (4.80) zwischen d,(r) und c,,(r). Daher 
kann, sobald die drei Unbekannten n(t;), c,,(t) und cl(l) aus den Gleichungen (3.12) bis (3.14) 
bestimmt sind, die Unbekannte d,(t) aus (4.80) berechnet werden. 

4.3 Bestimmung der Funktionen F, bis F, 
Die Differential- und Integralfunktionen F lr F,, F, F, und F, erh%lt man, wenn man die Ausdrticke 

von u/u, H/H, und cl in (3.15) einsetzt. Obwohl die Integrale F, und F, auf gihnliche Weise nach 
(3.16) erhalten werden konnen, ist doch die Durchftihrung dieser Rechnung sehr schwierig und die 
sich so ergebenden Ausdrticke ftir F, und F, sind fti die Behandlung spezieller Strijmungsprobleme 
zu kompliziert. 

Urn diese Schwierigkeit zu vermeiden, wollen wir T/T, als ein Polynom ftinften Grades in r] 
ansetzen, das die folgenden Wandbindungen erftillt [24] : 

(4.9) 
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TV 
z=- 

Tl 

p, = a2 - cI1 1 + 2 
( 1 W 

und H 

f18 = Pr,(y - 1) M&l + C). 

(4.1Oa) 

(4.1 Ob) 

(4.1Oc) 

Das gesuchte Polynom ftir T/T, welches die Bedingungen (4.9) erfiillt, lautet 

T 
-= 
T. 

1 + (z - l)(l - ~OY$ + 15q4 - 6~‘) + (9 - 6q3 + 8q4 - 3r1’)b, + (~2 - 3~3 

+ 3q4 - r/‘) b, (4.11) 

mit 

b2 = !j (af’r, + /&d,)b, - P8 (“;“>‘I (4.12) 

Der unbekannte Parameter b, ist durch (3.16) mit den unbekannten Parametern 1, e, und d, 
verbunden. 

Setzt man die Poiynome von upa, H/H,, c1 und T/T, in (3.16) ein und vergleicht die Koeffizienten 
von q auf beiden Seiten, so erhalt man 

b,= e, l+GMa2 -~(c~~~--f)d, 
[ ( > I/ 

(l+C). (4.13) 

Nun ist 

= ; (4,2 + 0,6 P + 0,05 A) - + (20,97142 + 6,31428 P + 0,48571 P2 + 0,33812A 

+ 0,00396 A2 + 0,04050 AP) (4.14) 

Fz=/{;-(;)ljdl 
0 = 1 + 0,5 (z - 1) + 0,l b, + 0,01666 b, - $ [20,97142 + 6,31428 P + 0,4871 P2 

+ 0,33812A + 0,00396 A2 + 0,04050 AP] (4.15) 

(4.16) 
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1 

= $ [(1,45714 + OJ6904 P + 0,03692A) (1 - H) - (0,37618 + 004761 P + 000754 A) e, 

- (006904 + 000912 P + 0,00120A) e2] (4.17) 

(4.18) 

1 

F, = 5 c,;dn 

= ;0,5 : 0,39176 (z - 1) + 006730 bI + 0,01012 b,] cl,,, 

+ [O,l + 0,06730 (z - 1) + 0,01499 6’ + OJM247 b,] d, 

+ Co,01666 + 0,01013 (z - 1) + 0,00247 b, + 000041 b,] d, (4.19) 

und 

= ; [(1,45714 + OJ6904 P f 0,03692A) c,, + (0,37618 + 0,04761 P -t 0,00754A)d, 

+ (0,06904 + 000912 P + 0,0012OA) d,]. (4.20) 

4.4 Die charakteristischen Grenzschicht-Parameter 
Nach der LSsung der Integro-Differentialgleichungen und der Bestimmung der Unbekannten 

A Clw und e, k&rnen die gewtinschten Grenzschicht-Parameter direkt berechnet werden. 
Nach Gleichung (3.10) k ann die Riicktransformation in die (x, y)-Ebene durch 

oder 

erreicht werden. 
Die Verdrangungsdicke 6* ist definiert durch 

(4.21) 

6* =I(1 -5)dy 

0 

G 
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Die dimensionslose Verdrangungsdicke ist dann gegeben durch : 

Die Impulsverlustdicke ist definiert durch 

9=!&(1 -;)dY 
0 

oder 

Die dimensionslose Impulsverlustdicke lautet dann : 

Der ijrtliche Reibungsbeiwert ist definiert durch 

(P (Nay 1, 
Cf = 

3Pco& 

Mit unseren Bezeichnungen reduziert er sich auf 

Die iirtliche Stantonzahl St, fur den Stofftibergang ist detiniert durch [2] : 

St, = 
(Pav 

P&&1, - Clm)’ 

Mit unseren Bezeichnungen reduziert sie sich auf 

(4.22) 

(4.231 

(4.241 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

Die Temperatur T, welche eine Oberflache unter dem Einfluss der inneren Reibung annimmt, 
heisst “Gleichgewichtstemperatur ” oder “adiabatische Wandtemperatur”. Mathematisch heisst 
das: T, = T, wenn 

0. 
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Damit haben wir 

T ‘= - 
T, [ 

(1 + [Pi - l)j2] Ma3 e, 

($2 - 1) a(1 - ClJ SC, 1 T,=T, 
(4.29) 

Der Temperaturriickgewinnfaktor “r” beschreibt die Energieverteilung in einer Ueberschall- 

striimung, Der Faktor “r” ist definiert als [7]. 

(4.30) 

Die ortliche Stantonzahl St, fti den Warmeiibergang ist definiert durch [2] : 

(Tv - T,). 

Mit unseren Bezeichnungen reduziert sie sich auf 

(4.31) 

5. EINE EINFACHE L&WNG DER GRUNDGLEICHUNGEN FUR DEN FALL Z+ = SC = 1 

5.1 Einfiihrung 
Ftir den Fall eines verschwindenden Druckgradienten und einer Prandtl- und Schmidtzahl, 

die im gesamten Striimungsfeld den Wert 1 haben, vereinfachen sich die Integro-Differential- 
gleichungen (3.12) bis (3.14) betrachtlich Urn die Genauigkeit der hier erhaltenen Ntierungslosung 
zu betrachten, vergleichen wir ihre Ergebnisse mit einigen exakten (numerischen) Liisungen. 

5.2 Liisungsmethode 
In dem vorliegenden Fall reduzieren sich die Gleichungen (3.12) bis (3.14) auf 

Impuls 

$,A + nF; = cp( Jn, +;x;y F, (5.1) 
a m 

Energie 

Pw Au F 
-- 

P. P* 5 (5.2) 

(5.3) 

Konzentration 
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mit 

(4.8a) 

Aus (4.80) wird 

{:(2J}w =a(‘-$), (5.4) 

Die Gleichungen (5.1) bis (5.3) k&men mit Hilfe von (4.8a) und (5.4) umgeschrieben werden zu 

)F,L’ + IF; = ‘p 
ClW 

und 

+F,A.’ + IF; = CpJi. clw. 

Clw 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

Unter Beriicksichtigung der Differential-Integral-Funktionen (3.15) kann man aus (5.5) bis (5.7) 
leicht sehen, dass, wenn cl,,, und T, konstant sind, lineare Beziehungen zwischen dem Konzentra- 
tions- und Geschwindigkeits- bzw. zwischen dem Gesamtenthalpie- und Geschwindigkeitsprofil 
bestehen. Diese Beziehungen, die die notwendigen Randbedingungen (3.7) und (3.8) erftillen, sind 

__=l-U Cl (5.8) 
Clw % 

und 

+f l-f +; 
a ( ) II (I 

mit 

HU’ (T,/T,)(l + a 
x = H, = 1 + [(y - l)j2] Mu;’ 

(5.9) 

(4.8d) 

Aus (5.8), (5.9) und (4.8d) wird klar, dass die Konzentration des Fremdgases die Geschwindigkeits- 
und Enthalpieprofile beeinflusst. 

Aus (5.9) erhalten wir mit Hilfe von (3.16) folgende Beziehung zwischen Temperatur und Ge- 
schwindigkeit : 

T (L/T,) (1 + C) (1 - up,) + [(r - 1)/2] Ma: (up,) (1 - u/u,) + u/u, -_= (5.10) 
T. 1 + C(1 - u/u,) 

Diese Beziehung wurde auf anderem Wege such von J. R Baron [2] erhalten. 
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Ftir den Fall einer reinen Luftstrijmung (cpl = I+, d.h C = 0) reduziert sich die Gleichung (5.10) 
auf das bekannte Ergebnis (S. 326, H. Schlichting [q/1): 

(5.11) 

Da die Prandtl- und Schmidtzahl im gesamten Strijmungsfeld den Wert 1 haben, schliessen die 
Gleichungen (4.8r) und (4.8s) ein, dass 

E1 = E2 =o 

E3 = 5912 -1. (5.12) 

und E4 = Q 
Daher erhalten wir aus (4.8) 

a1 = (cp12 - 1)/U + c) 

a2 = jY1 = /I2 = /I6 = Q 
1 + Qclw 

P3 = 84 = B5 = 0 

und 

(5.13) 

d, = -a(1 - clw) 

d, = Pd,/2 

e2 = Pe,/2. 

(5.14) 

Es kann leicht gepriifi werden, dass die Wandbindungen (4.1) bis (4.3) in diesem Fall identisch sind. 
Wir folgern aus (5.8) und (5.9), dass die Koeffizienten von q5 in dem Konzentrations- bzw. Gesamt- 
enthalpieprofil verschwinden mussen, d.h. 

6c1, -t- 3d, + d2 = 0 (5.15) 

und 

6(# - 1) + 3e, + e2 = 0. (5.16) 

Setzen wir die Werte d,, d, und e2 aus Gleichung (5.14) in (5.15) und (5.16) ein, erhalten wir 

I2c1, 
a = D(1 - CJ 

(5.17) 

und 

e, = g (1 - X). 

Daher ist es in diesem Fall ausreichend, nur eine Gleichung zu l&en, n%nlich die Impulsgleichung 
(5.5), die sich mit Hilfe von (5.8) reduziert auf 

+F,rZ’ + AF; = ‘p. 
ClW 

(5.19) 
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Aus (48a) folgt jedoch : 

(5.20) 

Wenn wir die Werte von CC, p,/p, und ~~11, aus (5.17) bzw. aus (2.1) und (2.4) in (5.20) einsetzen 
und in Beziehung setzen zu (5.13), erhalten wir 

41 12K 
PC 

ClW N1 - c,,,JU + Qc,,,,)’ 
(5.21) 

Den Wet-t von P aus (4.8m) kann man mit Hilfe von (5.13) und (5.17) erhalten. indem man die 
quadratische Gleichung 

P(P + 6) = e Q 
1 + Qclw 

(1 - ClJ 
lw 1 (5.22) 

lost. 
Aus (5.21) und (5.22) erkennen wir, wenn cl,,, = konst ist, dass (PJJ und P ebenfalls Konstante 

sind und deswegen die Funktion F, konstant ist. 
Daher erhalt man, wenn die Gleichung (5.19) mit der Anfangsbedingung 5 = 0, ,I = 0 integriert 

wird, 

A 24K 1 

? = D(1 - cl,,,) (1 + Qc,,) E’ 
(5.23) 

Unter Berticksichtigung der Gleichung (3.11) kann man aus (5.21) und (5.23) leicht sehen, dass in 
diesem Fall die Ausblasegeschwindigkeit umgekehrt proportional zur Quadratwurzel der Ent- 
fernung ist. Also ist bei einer konstanten Konzentration an der Wand (vorgegeben) und konstanter 
Wandtemperatur v, - x-*. 

5.3 Reduzierter Mengenbeiwert des Ausblasens 
Wie in Abschnitt 3.2 betont, sind die Ausblasegeschwindigkeit und die Konzentration an der 

Wand voneinander abhangig, und es ergibt sich im vorliegenden Fall, dass diese Abhangigkeit 
durch die Beziehung (5.21) gegeben ist Urn diese Abhangigkeit ausdrticklich zu beweisen, ftihren 
wir einen reduzierten Mengenbeiw:rt des Ausblasens f, ein, der folgendermassen definiert ist : 

und der sich mit Hilfe von (3.11) zu 

(5.24) 

(5.25) 

reduziert. 
Setzt man die Werte von (P~,I und ,I/< aus (5.21) bzw. (5.23) in (5.25) ein, erhalt man schliesslich 

24F, 1 
f 

f, = -c1w 
- cl,)U + Qc~w) t 

(5.26) 
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Somit kann fur ein gegebenes f, der Wert von cl,,, nach der “Regula Falsi” leicht aus (5.26) errechnet 
werden. 

5.4 Berechnung der charakteristischen Grenzschicht-Parameter 
Aus (4.22) und (5.23) ergibt sich die dimensionslose Verdrangungsdicke 

g/($y= [,(, _ c,;)(:4+ Qc,,)F,l+~~~ + QF6 - Fl). (5.27) 

Setzt man die Werte von 115 aus (5.23) in (4.23) ein, erhalt man die dimensionslose Impulsverlust- 
dicke 

24Fl 
W - c,,)U + 

(5.28) 

Wenn man die Werte von a, (PJ~ und n/r aus (5.17), (5.21) und (5.23) in (4.25) einsetzt, erhsilt 
man den iirtlichen Reibungsbeiwert 

(5.29) 

Aus (5.26) und (5.29) ergibt sich die Beziehung zwischen dem reduzierten Mengenbeiwert des 
Ausblasens und dem ijrtlichen Reibungsbeiwert 

x!!J(!gj -= (+-&J(y (5.30) 

Aus (5.25) und (4.27) ist die Grtliche Stantonzahl des Massentibergangs gegeben durch 

die sich mit Hilfe von (5.30) auf 

St, 
1 

2(1 - cJ 
(5.31) 

reduziert. 
Setzt man die Werte von q,/J, ~1, e, und A/< aus (5.21), (5.17), (5.18) und (5.23) in (4.31) ein, so 

folgt 

(5.32) 

Die Beziehung (5.32) ist die bekannte Reynoldssche Analogie. 

5.5 Numerische Diskussion 
In Bild 1 wird ein Vergleich des Reibungsbeiwertes als Funktion der dimensionslosen Ausblase- 

geschwindigkeit fur verschiedene MolekularmassenverMltnisse 1 bis 4 mit der numerischen 
L&sung von C. R Faulders [28] gemacht Es zeigt sich, dass die Uebereinstimmung ftir die zuneh- 
menden MolekularmassenverhHltnisse, d. h. fIir das Einblasen von Leichtgasen, sehr zufriedenstellend 
ist Aber man muss im Auge behalten, dass in der vorliegenden Analyse eine realistischere Tem- 
peratur-Zahigkeits-Beziehung genommen wurde (d.h. im Hinblick auf den Sutherlandschen 
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. . . CR Fwlders C451 

BILD 1. &tlicher Reibungsbeiwert fiir verschiedene Massen- 
verhlltnisse und Konzentrationen an der Wand fiir eine 

laminare Grenzschicht mit Einblasen eines Fremdgases. 

0 -405 -0.10 -0.15 -0.20 -0.25 -0.30 tw -0.40 

BILD~. Wirkungder Injektionvon Heliumaufdiedimensions- 
lose Impulsverlust- und Verdrgngungsdicke fiir verschiedene 

Werte des Injektionspartimetersf,(Pr = SC = 1). 
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Parameter K), w%hrend in Faulders Analysis der Wert von K gleich eins genommen ist. Die Linien 
von konstanter Konzentration an der Wand sind in Bild 1 ebenfalls bezeichnet. 

In Bild 2 ist die dimensionslose Verdrangungs- und Impulsverlustdicke als Funktion des reduzier- 
ten Mengenbeiwertes des Ausblasens fur verschiedene Werte der Wandtemperatur und der Mach- 
zahlen aufgetragen. Urn die Auswirkung des Einblasens von Helium und der Kompressibilitat 
auf obige Grossen zu sehen, sind such die Verdrangungs- und Impulsverlustdicke in einer inkom- 
pressiblen Strijmung fur Einblasen von Luft nach Schlichting und Bussmann [5] in Bild eingezeich- 
net Man kann aus der Gleichung (5.28) sehen, dass die Impulsverlustdicke unabhangig von der 
Anderung der Wandtemperatur und der Machzahlen ist. (Jeder Temperatureinfluss ist viillig 
in der Konstante K enthalten.) Mit zunehmendem Mengenbeiwert des Einblasens von Helium 
nimmt die Impulsverlustdicke zuerst auf ein Minimum ab und dann wieder zu, wahrend im Fall 
des Einblasens von Luft die Impulsverlustdicke kontinuierlich wachst Wenn wir die Gleichung 
(5.28) in Beziehung zu Gleichung (5.26) naher betrachten, bemerken wir, dass mit wachsendem 
Mengenbeiwert des Einblasens die Konzentration an der Wand erst schnell zunimmt; darauf ist 
die Zunahme langsamer und nahert sich einem asymptotischen Wert. Dieser Umstand ist die 
Ursache fur die Anderung der Impulsverlustdicke. Die Auswirkung der Anderung der Machzahl 
und Wandtemperatur auf die Verdrangungsdicke ist dieselbe, d.h. die Verdrangungsdicke nimmt 
zu mit der Steigerung der Temperatur und der Machzahl. Die physikalische Bedeutung dieses 
Phanomens ist, dass die Zunahme der dimensionslosen Verdrangungsdicke, die mit der Steigerung 
der Machzahl geandert wird, hauptsachlich von der Volumenvergriisserung abhangt, die mit der 
Temperatursteigerung des Heliums in der NBhe der Wand verbunden ist. 

6. UBERSCHALI.STRC)MUNG AN EINER PLAY MIT VERJ~NDERLICHER 
AUSBLASEGESCHWINDIGKEIT UND BELIEBIGEN PRANDTLSCHEN UND SCHMIDTSCHEN ZAHLEN 

6.1 Einfihrung 
In dem vorliegenden Kapitel wird die Grenzschicht mit konzentrationsabhangigen beliebigen 

Prandtlschen und Schmidtschen Zahlen hir eine Uberschallstriimung an einer ebenen Platte unter 
dem Emfluss des Ausblasens eines Fremdgases untersucht Diese Liisung ist schwieriger im Ver- 
gleich zu dem Fall Pr = SC = 1, weil im vorliegenden Fall die drei Gleichungen fur Impuls. Energie 
und Konzentration nicht auf eine einzige Gleichung zurtickgefiihrt werden kiinnen und die Wand- 
bindungen such gekoppelt sind, wie man in (4.1) bis (4.4) sehen kann. 

In dem vorliegenden Fall werden die Gleichungen (3.12) bis (3.14) reduziert auf: 

Impuls 

;F,L’ + AF’ 1 = cp(Jn) + fi&F 
Pa&c 3 

Energie 

und 

Konzentration 
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Obwohl die Gleichungen (6.1) und (6.3) den Gleichungen (5.1) und (5.3) genau entsprechen, gibt es 
hier keine einfache Beziehung wie (5.7), weil die Schmidtsche Zahl im Stromungsfeld notwendiger- 
weise nicht 1 ist Aus (6.1) bis (6.3) geht hervor, dass die Geschwindigkeits- und Diffusionsfelder vom 
Enthalpiefeld unabhangig sind. Daher werden die beiden Striimungsgleichungen (6.1) und (6.3) 
zuerst gel&t, und das Ergebnis kann verwendet werden, urn das Gesamtenthalpiefeld zu berechnen. 

Eine exakte (numerische) Losung fur obigen Fall ist von mehreren in der Einleitung erwlhnten 
Forschem unter verschiedenen Einschrankungen gefunden worden. Die Untersuchungen von 
Baron [Z] und Wuest [3, 16-j sind besonders beachtenswert. 

In dem nachsten Abschnitt werden wir ein Naherungsverfahren, das den Vorteil der Einfachheit 
und Geschlossenheit hat, betrachten und werden die Ergebnisse, soweit wie moglich, mit den 
numerischen Losungen vergleichen. 

6.2 LCwmg der Imp& und Konzentrationsgleichungen 
Die Ausblasegeschwindigkeit sei so vorgegeben, dass 

q&/n) = N = konst. (6.4) 

(im weiteren Verlauf werden wir sehen, dass u, N CC-* ist). Wenn wir die Werte von p,/p,, p,.,/p, 
und cp JA aus (2.1) bzw. (2.4) bzw. (6.4) in (4.8a) einsetzen, erhalten wir 

dc,,) = 
Nl + Qc,J 

K(1 + EIClw + E&J’ 
(6.5) 

Aus (4.8m) ergab sich bereits : 

P = cr[l - /?,(l - qw)Sc,]. (4.8m) 

Da CY_ SC, und /I1 Funktionen der Konzentration an der Wand (c,,) sind, schliessen wir 

P = P(Cl,). (6.6) 

Daher sind die Funktionen F,, F3 und F,, die durch (4.14), (4.16) bzw. (4.20) gegeben sind, nur 
Funktionen von cl,,,, nachdem A = 0 eingesetzt worden ist. 

Mit Hilfe von (6.4) bis (6.6) reduzieren sich die Impuls- und Konzentrationsgleichungen auf 

dF, hw 
;Fl$ + lZdc- = 

lw d5 

und 

Aus (6.7) und (6.8) erhalten wir 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

und 
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und 

Die Gleichungen (6.9) und (6JO) sind mit den A~f~gs~ing~~g~ eines endfichen c,, bei { = 0, 
R = 0 zu integrieren. Die Integration geschieht am besten durch sukzessive Approximation, 
indem man zunlichst cl,,, = konst. setzt. Dies ergibt 

2 = X&I,, N)5 (6, X3) 

und 

2 = X&lwr N)c. (6.14) 

Aus (6.13) und (6.14) folgt 

Die GIeichung (6.1’5) zeigt, dass c, w unabhangig von 5 ist und deshalb eine Konstante ist. Daher 
ist die erste Approximation die exakte Liisung aus (6.9) und (6,10), und eine weitere Approximation 
ist nicht erforderlich. 

Aus f6_15) und (6-12) erhalten wir 

F,F, 
‘--F, -F, 

= ol(c Iw, -rx). 6 16) 

Die ~~~~~~u~~ (6%) ist eine ~~~~~~~ ~~~h~ng zwischen etw und x und kam mit Hilfe des 
“Wegesteinsehen iterativen Verfahrens” geI&t werden. Die Werte sind in Tabeffe 2 aufgefiihrt, 

Da cl,+, konstant ist, erhalten wir aus (6.9) unter Anwendung von (6.16) 

1 2N 
?=I%* (6.17) 

Diese‘lbe ~~~~~ng k5nnen wir au& direkt aus (6.8) ableiten Aus (6.4) und (6.17) k&nen wir 
unter Anwendung von (3.11) leicht einsehen, dass in diesem Fall v, h x-* &t. 

Der Mengenbeiwert des Ausblasens (f,X der durch (5.24) oder (5.25) definiert ist, reduziert sich 
mit Hilfe von (6,4) und (6.17) zu 

wobei (N/K) durch (6.5j gegeberr ist. 

(6.18) 
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Eine Kontrolle ist dadurch miiglich, dass fiir SC = 1 der Wert F, = clwFl wird und sich die 
Beziehungen (6.16) (6.17) und (6.18) genau zu (5.17) (5.23) bzw. (5.26) reduzieren. 

Unter dem Gesichtspunkt der numerischen Rechnung ist es in der vorliegenden Analyse emp- 
fehlenswert, eher die Wandkonzentration als den Mengenbeiwert des Ausblasens vorzugeben. 
Daraus schliessen wir, dass bei einer vorgegebenen Wandkonzentration cIw der Wert von 0: aus 
(6.16) durch die Anwendung des Wegesteinschen iterativen Verfahrens ermittelt werden kann, 
worauf der Mengenbeiwert des Ausblasens und die Unbekannten d, und ,I leicht aus (6.18) (4.80) 
bzw. (6.17) errechnet werden kiinnen. 

6.3 Liisungsverfahren der Energiegleichung 
Die Energiegleichung lautet : 

Aus (4.17) kann die Funktion F, wie folgt ausgedrtickt werden 

P, = sr(P, cl,,%) - e&P, crw), 

wobei 

gl(P, cl,,,, 2’) = $ (1,45714 + OJ6904 P) (1 - 2) - 3(0,06904 + 0,00912P) 

und 

SJP, clw) = k [(0,37618 + 0,04761 P) + )(0,06904 + 0,00912P) (aPr, + j?,d,)]. (6.21) 

(6.2) 

(6.19) 

(6.20) 

Wenn wir n/l und F4 aus (6.17) und (6.19) in (6.2) einsetzen und die Beziehungen von (6.4) (4.8a) und 
(6.16) anwenden, erhalten wir 

(gr - erg,); - g 5gZ $! = N (1 - X) + #‘(l - cl,,,) CI~ + FkiF7 & e, .(6.22) 
7 7 37 w 

Die Gleichung (6.22) kann such geschrieben werden als 

de1 
++ 

91 - gsF7 
292 . 

wok 

gJ(clw,#) = (1 - 3?) + X(1 - CJ 01 2 - 1 
( 1 w 

(6.23) 

(6.24) 

und 

1 F,-- F, 
94(Clw) = ~ 

Pr, F, . 
(6.25) 
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Die Gleichung (5.23) ist eine gewiihnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung, und ihre 
Liisung lautet mit der Anfangsbedingung eines endlichen e, bei 

5 =o: 
e 

1 
= 91 - g3F, 

92 + 94 

= el(clw, 33. (6.26) 

Zur Kontrolle kann man nach einigen Zwischenrechnungen feststellen, dass fir Pr = SC = 1 (F, = 
(1 - &‘)F,, F, = cl,FI, g3 = (1 - %‘) und g4 = (1 - c,,)F,jF3) die Gleichung (6.26) sich exakt 
auf (5.18) reduziert. 

Daher k&men einem vorgegebenen Wert der Wandkonzentration (cl,,,) und einem vorgegebenen 
Wert T,/T, des Verlraltnisses der Wandtemperatur zur Temperatur ausserhalb der Grenzschicht 
die Werte g1 bis g4 und F, zugeordnet werden, und es ergibt sich e, aus (6.26). 

6.4 Berechnung der charakteristischen Grenzschicht-Parameter 
Nachdem die Werte der unbekannten Parameter I, d, und e, bestimmt wurden, kiinnen die 

charakteristischen Grezschichtparameter berechnet werden. 
Substituieren wir rp JA, a und 2/2/r aus (6.4) (6.16) bzw. (6.17) in (4.25), so erhalten wir nach einigen 

Umformungen den iirtlichen Reibungsbeiwert 

q@) = (F, - F&;). (6.27) 

Mit (6.18) und (6.27) folgt fti die Beziehung zwischen dem Mengenbeiwert des Ausblasens und 
dem Reibungsbeiwert : 

Fl 
F,-F,fC’ 

Als Rechenkontrolle findet man, dass fur Pr = SC = 1 die Beziehung 
Formel (6.28) exakt mit (5.30) iibereinstimmt. 

(6.28) 

F, = clwFl wird und die 

Aus (4.27) und (6.17) ergibt sich die Grtliche Stantonzahl ftir den Massentibergang zu 

St_J(~)=~J~‘~)=~F,F,F,c’J(~)= -f 2. (6.29) 

Ftir sehr kleine Werte des Mengenbeiwerts (d.h. f, -+ 0) geht cl,,, + 0 und die Gleichung (6.29) 
wird unbestimmt. Bilden wir den Grenzwert, so bleibt, wie wir noch sehen werden, der physikalische 
Massentransport, wie zu erwarten war, bestimmt. 

Z.B. wird ftir Helium-Einblasen : 

= 0,564028. (6.30) 
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Nach (4.29) gilt fur die Gleichgewichtstemperatur 

T L= - 
T, [ 

(1 + [(r - l)i21 ~ab2}eI 

($2 - 1) a(1 - crw) SC, 1 T,=T, 
(4.29) 

Wie man aus (6.26) sehen kann, ist X in impliziter Form in e, enthalten und daher such Tw Urn 
die Losung der Gleichung (4.29) zu vereinfachen, miissen wir noch eine explizite Beziehung fur die 
Gleichgewichtstemperatur T, finden. 

Da P eine Funktion von cl,,, ist, lasst sich die durch (6.20) definierte Funktion g,(P, c,,,Z’) 
folgendermassen schreiben : 

wobei 

und 

SIW, Clw,~) = 41klJ - ~qZkJr (6.31) 

q1 = $ (1,45714 + OJ6904P) - y (,06904 + 0,00912 P) 1 (6.32) 

1 
q2 = D 

6 
(1,45714 + OJ6904 P) + +(0,06904 + 0,00912P) 

r2,,(,-~)d,-.,[,,,+.,,-,,,.,,,~]d:~n (6.33) 

ist. 
Analog erhalten wir fur g3(cIw, X) : 

wobei 

q3klw) = 1 - (1 - clw)al SC,_ ( > prw 
1 

(6.34) 

(6.35) 

ist. 
Daher reduziert sich die Gleichung (6.26) auf 

e 
1 

= (41 - F7) - Jw?2 - 43F7) 
g2 + 94 

(6.36) 

Damit und mit (4.29) und (4.8d) gilt, nach einigen Umrechnungen, fur die Gleichgewichtstemperatur 
T,: 

T, -~ = (‘+Lk!P2!3~ ___ 41 -F, ______________~.. 
T, 1+c h2 - 4J7) - a%(1 - Clw)(SZ + 94)%’ 

Der Temperaturriickgewinnfaktor ist definiert durch 

(6.37) 

(4.30) 
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Er kann leicht berechnet werden, wenn man den Wert von T,IT, aus (6.37) in (4.30) einsetzt. 
.Mit der Substitution von cp JIZ und n/t in (4.31) ergibt sich nach einigen Umrechnungen ftir 

die ortliche Stantonzahl des Wglrmetibergangs : 

+ LiT,k,,, - l)dl - cl,,&, 
1 

(6.38) 

wobei e,, T,IT, und a durch (6.26), (6.37) bzw. (6.16) gegeben sind. 

6.5 Numerische Diskussion 
Die Abhangigkeit der Wandkonzentration von Oberflachenwerten der Prandtlschen und 

Schmidtschen Zahlen wird fur das Helium-Einblasen in Bild 3 gezeigt und mit den Ergebnissen von 

0 0,r 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 97 0.8 C1r 1.0 

BILD 3. Abhangigkeit der Schmidt- und Prandtlzahlen an der Wand van der 
Heliumkonzentration an der Wand. 

Baron [3] verglichen. Die Ubereinstimmung in der Schmidtzahl ist gut, wahrend die Uberein- 
stimmung in der Prandtlzahl schlecht ist. Aber man muss im Auge behalten, dass die Prandtlzahl, 
sowohl fur Helium als such fur Luft, im reinen Zustand im Bereich von 0.72 liegt. Baron kommt zu 
dem tiberraschenden Ergebnis, dass der Wert von Pr, zu einem Minimum von etwa 0,47 fur 

tlw c 0,2 abnimmt, wahrend wir im Gegensatz zu den Ergebnissen von Baron finden, dass die 
Anderung in Pr, gering ist und der Wert von Pr, nicht unter 0,675 abnimmt. 

Die ;inderung in dem Temperaturrtickgewinnfaktor I mit Konzentration an der Wand wird in 

Bild 4 gezeigt Der Wert r nimmt erst bis zu einem Minimum von 0,926 bei cl,,, z 0.3 ab und nimmt 

dann allmghlich mit der wachsenden Konzentration an der Wand zu. 
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0 I 1 1 

0 0,l 0.2 Q3 0.4 0.5 0,6 0,7 0.6 
%v 

0 0.2 0.4 0.6 qe 
ClW 

1,o 

BILD 4. Wirkung der Heliumkonzentration an der Wand auf BILIJ 5, Abhlngigkeit des &lichen Beiwertes der Wand- 
den Temperaturriickgewinnfaktor (Recovery-Faktor). reibung von der Heliumkonzentration an der Wand. 

I I He-Luft I 

-I Pr=Prlc,),Sc=Sc(c,l 

BILD 6. Abhangigkeit der ortlichen Stantonzahl fur den 
Warmetibergang von der Heliumkonzentration an der Wand. 

0 0.05 0,lO 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0,so 

w&$$ 

Bno 7. Wirkung des Injektionsparameters auf die Heliumkonzen- 
tration an der Wand. 



NXHERUNGSWEISE BERECHNUNG DES WiiRME- UND STOFFAUSTAUSCHES 113 

In Bild 5 und 6 sind der Reibungsbeiwert und die Stantonzahl fir den Wgrmeiibergang als Funktion 
der Wandkonzentration gezeichnef und die Ergebnisse sind mit denen von Baron verglichen. 
Der Reibungsbeiwert stimmt gut iiberein, weil er unabhgngig von der Prandtlzahl ist, wtihrend die 
Ergebnisse des WZrmei_ibergangs, der von der Prandtlzahl und dem Temperaturriickgewinnfaktor 
abhtigig ist, nur anntiherend iibereinstimmen. 

Auf Bild 7 ist die Auswirkung des Mengenbeiwertes auf die Wandkonzentration mit den Ergeb- 
nissen von Baron verglichen. In der vorliegenden Analyse ist der Wert der Wandkonzentration cl,,, 
fti einen gegebenen Mengenbeiwert hijher als von Baron. Die direkte Folge dieser Nichtiibereinstim- 
mung lbst sich an der Stantonzahl des Masseniibergangs bemerken, der in der vorliegenden Analyse 
einen niedrigen Wert fiir die gleiche Helium-Konzentration an der Wand (siehe Tabelle 2) erreicht. 

Tab& 2. Numerische Ergebnisse fti die Plattengrenzschicht mit Ausblasen uon Helium in Luji (v, - x-*) 

0 0 0 0,720OO 0,24c@O 

w 0,35126 -0,11050 0,69325 0.38950 

02 0,74065 -0,11550 @68266 0,53863 

0,3 1,15537 - 0,00079 0,67863 0,68739 

034 1,58132 0,23927 0,67791 0,83582 

0,5 2,01727 0,60545 0,67910 0,98390 
036 2,49063 1,11053 0,68148 1,13166 
0,7 3,07470 1,80994 0,68466 1,27910 
038 3,95310 2,880Ol 0,68840 1,42624 
0,9 5,82830 5,045 15 0,69254 1,57307 

0 
- 0,08675 
-0,14476 
-0J8860 
-0,22348 
-0,25286 
- 0,28064 
-0,31208 
-0,35622 
- 0,43979 

0,56403 
043370 
0,36190 
0,3 1433 
0,27935 
@25286 
0,23386 
0,22291 
0,22263 
0,24432 

_ 

0,68545 
0,50314 
0,39859 
0,32652 
0,27181 
0,22771 
0.19015 
OJ5595 
0,12177 
0,08198 

____ 

0,94693 0,40065 
0.93520 0,30104 
0,92844 0,24595 
0,92596 0,20825 
0,92722 OJ7890 
0,93121 0,15405 
0,937Ol OJ3167 
0.94418 OJlO29 
0,95292 0,08821 
0,965Ol 0,06186 

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 qco 0.45 

BIG 8. Abhlngigkeit der Stantonzabl fiir den WLrmeiibergang der Stantonzahl fiir 
den Masseniibergang und des Wandreibungskoefflzienten von der Helium- 

injektion. 
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0 
0 2 4 6 6 10 ‘2 $1/I E 16 

4 Y K 

BILD 9. Wirkung der Heliuminjektion auf die Konzen- 
trations-, Geschwindigkeits- und Ruheenthalpieprofile fiir 

konzentrationsabhangige Prandtl- und Schmidtzahlen. 

“0 2 4 6 6 72 14 16 16 

BILD 10. Wirkung der Heliuminjektion auf die Konzen- 
trations-, Geschwindigkeits-, Ruheenthalpie- und Tempera- 
turprofile ftir konzentrationsabhlngige Prandtl- und 
Schmidtzahlen und fYir verschiedene Werte der Wand- 

temperatur. 

Bei der Interpretation dieser Ergebnisse muss man damn erinnern, dass der hier verwendete 
Sutherlandsche Parameter (K) eine Funktion der Wandkonzentration ist, w%hrend Baron [2] 
die Chapman-Rubesin-Konstante (C) genommen hat, die nur fiir Luft-Luft-Stromung gilt. 

In Bild 8 sind die Ergebnisse des Reibungsbeiwertes, der Stantonzahl des Massentibergangs und 
des Warmetibergangs, als Funktion des Mengenbeiwertes mit der Analyse Pr = SC = 1 von Abschnitt 
5 verglichen Bei dem Vergleich dieser Ergebnisse spielt die Veranderung der Schmidtzahl an der 
Wand die zwischen 0,24 und 1,8 liegt, eine sehr wichtige Rolle. Fur kleine Mengenbeiwerte sind die 
hier erhaltenen Werte hijher als die nach der Analyse Pr = SC = 1. Aber fi,ir grosse Mengen- 
beiwerte nahem sich die Werte der Analyse Pr = SC = 1 an, weil die Schmidt- und Prandtlzahlen 
in der Nahe von 1 liegen. Fi_ir sehr hohe Mengenbeiwerte verschwinden die Werte des Reibungs- 
beiwertes und Warmetibergangs in beiden Analysen asymptotisch, wahrend die Stantonzahl fur 
Massentransport zunimmt, wie man erwarten konnte. 

Man muss beachten, dass die von der Prandtlzahl unabhangigen Reibungsbeiwert- und Massen- 
transport Ergebnisse, wie sie von Baron ftir beliebige Schmidtzahl erhalten wurden, nicht vollig 
mit denen der Analyse Pr = SC = 1 ubereinstimmen, wenn die variable Schmidtzahl sich 1 nahert. 
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h 

-- Pr=Sc=l 
- Pr = Prlc,l. SC 

BILD 11. Vergleich der Konzentrations-, Geschwindigkeits-, 
Ruheenthalpis und Temperaturprofile fiir konzentrations- 
abhiingige Prandtl- und Schmidtzahlen mit der Pr = SC = 1 

- Analysis. 

In Bild 9 und 10 ist die Auswirkung des Mengenbeiwertes bzw. der Anderung der Wandtemperatur, 
auf die Konzentrations-, Geschwindigkeits-, Gesamtenthalpie- und Tem~raturpro~le, gezeichnet. 
Diese Profile sind fiir die Ma~bzahl~ 2,0 und 4,875 mit der Analyse Pr = SC = 1 in Bild 11 ver- 
glichen. Es zeigt sich, dass der griisste Unterschied in den Gesamtenthalpieprofjlen vorhanden ist. 

Bei den hiiheren Mengenbeiwerten ergibt sich der bekannte Wendepunkt im Geschwindigkeits- 
profil. Dies ist bedeutungsvoll f5r den laminar-turbulenten Umschlag. 

In Bild 12 sind die dimensionslose Verdrtingungs- und Impulsverlustdicke als Funktion des 
Mengen~iwertes fiir verschiedene Werte der Wandtem~ratur und Machzahl dargestellt. Fiir 
zwei Machzahlen 2,O und 4,875 sind die Ergebnisse der Verdr~ngung~icke in Bild 13 mit der Analyse 
Pr = SC = 1 verglichen. Es zeigt sich, dass bei griisseren Machzahlen die Verdrgngungsdicke 
betrgchtlich von der Analyse Pr = SC = 1 abweicht. 
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BILD 12 Wirkung dcr Heliuminjektion auf die dimensionslosen Impulsverlust- und 
Verdrlngungsdicken fiir verschiedene Machzahlen und Wandtemperaturen. 

1 

t - Pr=Pr(c,l,Sc=Scfc I 
A 

-905 -0.10 -0.15 -0.20 -0.25 ,_-0.30 

BILD 13. Vergleich der dimensionslosen Verdrgngungsdicke 
fiir konzentrationsabhlngige Prandtl- und Schmidtzahlen 

mit der Pr = SC = 1 - Analysis. 
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~.UBERSCHALLSTRC)MUNG AN DER LXNGSANGESTR&~TEN EBENEN PLAY kfI~ HOMOGENER 
AUSBLASEGESCHWINDIGKEIT UND BELIEBIGEN PRANDTLSCHEN UND SCHMIDTSCHEN ZAHLEN 

7.1 Einftihrung 
Obwohl die exakte (numerische) L&sung der Zweistoffgrenzschichten fiir die Ausblase- 

geschwindigkeit v, N x-l von verschiedenen, schon in der Einleitung erwahnten Autoren gefunden 
wurden, ist das Problem des homogenen Ausblasens eines fremden Gases, das eine praktische 
Anwendung hat, bisher nicht gel&t. Die annahernde und exakte Losung fur Luft-Luft-Stromung, 
unter der beschrankten Bedingung, dass die Prandtlzahl gleich 1 ist, ist von Yuan [8] bzw. Lew und 
Fanucci [9] gefunden worden. 

Im vorliegenden Kapitel ist eine Ngiherungsliisung fur eine kompressible Grenzschicht tiber 
einer ebenen Platte mit gleichmassiger Ausblasegeschwindigkeit (v, = konst.) eines beliebigen 
fremden Gases untersucht worden. Wie wir spher sehen werden, gibt es in diesem Fall keine 
geschlossene Lijsung der Grenzschichtgleichungen. Deshalb sind mit Hilfe der numerischen 
Methoden, wie der doppelt-genauen Runge-Kutta-Methoden, zuerst die Impuls- und Kon- 
zentrationsgleichungen, die unabhangig von dem Gesamtenthalpiefeld sind und darauthin die 
Energiegleichung gel&t worden, die das Gesamtenthalpiefeld bestimmt. 

7.2 LGsungsverfahren 
Wie vorher in Abschnitt 6 gezeigt worden ist, wird die Grenzschichtstrijmung der binaren 

Mischung tiber einer ebenen Platte fur beliebige Ausblasegeschwindigkeit und Prandtl- und 
Schmidtzahl durch die Gleichungen (6.1) bis (6.3) beschrieben. 

In der Folge habe die Ausblasegeschwindigkeit v, an der Platte einen konstanten Wert. Dann folgt 
aus (3.11) 

F cp = 5 Ref = konst. (7.1) 
w ucc 

Wir definieren die Variable [ statt r, so dass 

Aus (4.8a) folgt 

(7.2) 

(7.3) 

In dieser Analyse ist es zweckmassig die Gleichungen (6.1) bis (6.3) mit a(<) statt n(t) als einer Un- 
bekannten auszudrticken. Daher folgt : 

dclw $ + 2a2+(c1,) - 1 di 
(7.4) 
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wobei 

Ii/k,,) = 81 + 2E2C1w 6, - s,vT, 
1 + ErCrw + +cr; - (r + S,,/T,)’ 

Aus (4.8m) haben wir bereits 

P = a[1 - /I,(1 - c,,)Sc,] 

= P(a, CrJ. 

(7.5) 

(7.6) 

Die Funktion F,, gegeben durch (4.14) mit A = 0, ist eine Funktion von P allein. Damit und mit 
den Beziehungen (7.2) und (7.3) erhalten wir 

dF ’ dF dP i-2 = ~~EC_L_, 
d< p’, dP di 

(7.7) 

wobei 

ist. 

dP aPda -_--+ ap dc,,,, 

di act di acrw di 
(7.8) 

Die durch (4.20) gegebene G&se F, ist eine Funktion von P und cl,,_ oder mit anderen Worten 
eine Funktion von c1 und cl,,,, weil P nach (7.6) eine Funktion von CI und cl,,, ist Damit und mit 
(7.2) und (7.3) folgt : 

dF ’ aF du ~7=-& -..L-+ 
[ 

aP, dcrw 

dl 1 ,u: acr d[ aclw di 
(7.9) 

Schliesslich haben wir aus (4.8a) 

(PJIZ = FFcC (7.10) 
0 m 

Die Impuls- und Konzentrationsgleichungen (6.1) und (6.3) reduzieren sich mit Hilfe von (7.1) 
bis (7.10) auf: 

Impuls 

und 

Konzentration 

(7.11) 

(7.12) 

wobei 

(7.13a) 
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dF, t?P 
fib, cd = F,(P) W,,) + d~dc 

IW 
(7.13b) 

&(a. c,wl = F,(P, c,w) + ~2 (7.13c) 

und 

Aus (7.11) und (7.12) erhalten wir 

(7.13e) 

(7.13fI 

(7.14) 

f =- 
a 

(7.15) 

wobei f und g Abktirzungen fi.ir die Klammerausdrticke der rechten Seite von (7.14) bzw. (7.15) sind. 
Die Gleichungen (7.14) und (7.15) sind simultane, lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 
und k&men durch eine der bekannten numerischen Methoden gel&t werden An der Platten- 
vorderkante ist die Anfangsbedin~ng a = 0, cIw = 0 fti 5 = 0. Folglich wird da/d[ an dieser 
Stelle unendlich, und dc,,,,/d[ nimmt einen un~sti~ten Wert an. Diese Schw~eri~eit kann 
dadurch iiberwunden werden, dass wir die Gleichungen in der folgenden Form schreiben : 

und 

(7.16) 

(7.17) 
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Es ist klar, dass fur CI = 0, cIw = 0 such dijdcl = 0 ist. Der Limes von dc,,/da muss aber noch 
bestimmt werden. 

(7.1&I) 

An da Plattenvorderkante, wo a I 0 und cIw = 0 ist, existiert das Blasiusprofil, Deshalb kann 
der Wert von cr, erhalten im Abschnitt 6, im Limes cIw + 0 angewendet werden, um den Grenzwert 
der Gleichung (7.18a) au bestimmen. Daher folgt 

lim !I!.!?? = ]im 
a,<,,+~ da U,CIW-+O 

(7.18b) 

Fur Helium-Ausblasen ist dieser Crenzwert O,O6195. 
Raher sind die Anfangsb~~~g~~g~ fur die L&rung der G~~~c~ung~ (7.16) und (7.171 im 

ailgemeinen : 

und 

a = 0; Clw = 0, 

flrn dc a.._,o d: 
- gegeben durch (7.1%). (7.191 

7.3 Liisungsverfahren der Energiegleichung 
Nach der Liisung der Gleichung (7,161 und (7.17) mit der Anfa~gsb~ingung (7.19) ist es Ieicht, 

die Liisung der Ener~~Ie~chung (6.2) zu fmden. 
D~e.Funkt~on F6 gegeben durch (4,171, ist eine Funktion von 4 cl,,, und e,. Damit und mit den 

Beziehungen (7.2) und (7.3) erhalteu wir 

Mit Hi& van (7.1) bis (7.10) und (7.20) reduziert sich die En~~~~le~chung (6.2) auf 

(7.20) 

(7.21) 

f7.22) 
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und 

(7.23 

sind. 
Die Gleichung (7.21) reduziert sich, wenn wir (7.14) und (7.15) darin substituieren und (6.20), 

(7.16) anwenden, auf 

wobei 

und 

sind. 

(7.24 

(7.25) 

(7.26) 

7.4 Anfaysbedingung jiir die Liisung der Gleichung (7.24) 
Fiircc= 0, cl,,, = 0 (Blasiusprofil) sind die beiden Probleme von Abschnitt 6 und 7 die gleichen. 

Deshalb wird der Wert e,, gegeben durcb (6.26) fiir a = 0, clw = 0 (d.k an der Plattenvorderkante~, 
als der Anfangswert fti die LGsung der Gleichung (7.24) genommen. 

So sind die Anfangsbedingungen fiir die LGsung der Gleichung (7.24) : 

(7.27) 

In der Praxis ist es empfehlenswert, die Gleichungen (7.161, (7.17) und (7.24) gleichzeitig zu l&en. 

7.5 Berechnung des Wiirmeiibergangs 
Mit der Absicht, die hier erhaltenen Ergebnisse zum Teil mit anderen Arbeiten zu vergleichen, 

fiihren wir die iirtliche Nusseltsche Zahl fiir W~me~~rgang ein. Sie ist definiert durch 

A@,=- g x/K-T,). ( > w 

Mit unseren Bezeichnungen reduzi;*rt sie sich auf 

Nu, = bi5 2 ( “)(“v (2) KaU + QclJ(l + slclw + e2~,J 1 - r T- 

(7.28) 

(7.29) 
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Kc,Nu, = (7.30) 

Fur das Einblasen von Luft ist der Wert der Nusseltschen Zahl in einer exakten Analyse bei Pr = 1 
von Lew und Fanucci [9] ftir [ = 0,005, T,/T, = 0,5 und Mu, = 2 gegeben durch : 

Durch Anwendung des Impulssatzes hat Lew [29] den Wert 0,10048 (u,/u,) erhalten. 
In der vorliegenden Analyse nimmt die Nusseltsche Zahl f?ir das Einblasen von Luft unter den 

gleichen Bedingungen den Wert 0,09668 (u,ju,) an. Dieser Wert ist besser als der von Lew erhaltene 
und etwa urn 5,3 Prozent hiiher als der exakte Wert, den Lew und Fanucci berechnet haben. 

1.2 r-1 

BOLD 14. Verteilung der Heliumkonzentration an der Wand fti zwei 
zwei Wandtemperaturen (T./T, = 0.5 und 1,5). 

7.6 Numerische Diskussion 
Die Gleichungen (7.16X (7.17) und (7.24) ftir das Einblasen von Helium und fur zwei Werte der 

Wandtemperatur, n%mlich T,/T, = 0,5 und 1,5, und die Machzahlen 2 und 5, sind mit dem doppelt- 
genauen Runge-Kutta-Verfahren auf dem IBM-7040-Rechner gel&t worden. Die Ergebnisse 
sind in Tabelle 3 und 4 aufgeftihrt. Auf Bild 14 ist die Anderung in der Wandkonzentration (c,,) 
als Funktion der Anlaufllnge [ = [(v,/u,)~ u,x/‘v,] fur heisse und kalte Platten gezeichnet. 
Fiir einen gegebenen Wert [ ist die Konzentration von Helium an der kalten Platte hiiher als 
die an der heissen Platte, was such zu erwarten war, weil mit der zunehmenden Temperatur die 
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Diffusion von Helium in Luft schnell stattfmdet Obwohl die Konzentration asymptotisch zunimmt, 
werden etwa 95 Prozent Konzentration schon bei ( = 1,64 fiir TWIT, = 0,5 erreicht. 

Auf Bild 15-17 sind die ~eschwindi~eits-, Konzentrations- bzw. ~s~tenthalpieprofi~ fik 
verschiedene Werte der AnlaufEnge { an einer kalten ebenen Platte fur T,/T, = 0,5 und Ma, = 2 
gezeichnet. Bild 18 zeigt die krderung der Temperaturprofile fiir Machzahlen 2 und 5 fur verschiedene 

0 I I , I t I , f 

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 6.0 9.0 1OD 11,o 1 
“WY - 

Ma,=2,0 

Te =293 OK 
T,fT.=O.S 
Pr = Pr(c,l 
SC =Sclc.l 

i 
2.0 

BILD 15. Ebene Platte mit gleichfijrmiger Injektion von Helium in Luft Ge. 
schwindi~eitspro~~ fiir verschiedene Werte des Entfemungsp~amete~ [. 

0.6 

0.1; 

02 

0 
0 IO L?o 3L, 4.0 50 60 

BILD 16. Ebene Platte mit gleichfarmiger Injektion von Helium in Luft. 
Konzentrationsprofil fiir verschiedene Werte des Entfemungspara- 

meters [. 
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BILD 17. Ebene Platte mit gleichformiger Injektion von Helium in Luft. 
Ruheenthalpieprofile ftir verschiedene Werte des Entfernungsparameters i. 

H/H. 

r = 0.099 
T,=293”K 

T,/T.=O.S 7 Pr=Pr(c,) 

Sc=Sc(c,) 

/ 
4 

J 4 / 
I 

0 0.1 0,2 0.3 0.4 0.5 0,s 0.7 0.8 0 
\\ , I 

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 

I L 0.0522 

al I / 1 / 1 / I 

T/T. 

He- Luft 

Ma,=2 - 

Ma,=5 -- 

‘“r "WY 
V.K via 

BILD 18. Ebene Platte mit gleichfiirmiger Injektion von Helium BILD 19. Wirkung der Machzahllnderung auf die Konzen- 
in Luft Temperaturprotile fiir verschiedene Werte des trations-, Geschwindigkeits-, Ruheenthalpie- und Tempera- 

Entfernungsparameters ( und die Machzahlen 2 und 5. turprofile fiir gleichformige hrjektion von Helium in Luft. 

Werte von 5. Die Anderung der Geschwindigkeits-, Konzentrations-, Gesamtenthalpie- und 
Temperaturprofile bei [ = 0,099 fi.ir die Machzahlen 2 und 5 ist auf Bild 19 dargestellt. 

Die Reibungs- und Massentransportbeiwerte sind unabhtigig von der Machzahl. Auf Bild 
20 und 21 kann man sehen, dass ihre Werte schnell in der NZhe der Plattenvorderkante abnehmen 
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und die weitere Abnahme dann asymptotisch verlhft. Bild 22 zeigt die Anderung in Kc$Ju, als 
Funktion der Anlauflange [ bei TWIT, = 0,5 fiir die Machzahlen 2 und 5. Urn zu vergleichen, ist 
die Kurve fti Ausblasen von Luft im Fall Pr = 1 such in Bikl 22 gezeichnet. Man sieht, dass der 
Wert KcoNu, fur das Ausblasen von Helium im Vergleich zu dem Ausblasen von Luft erheblich 
vermindert werden kann. Wie von Lew und Fanucci [9] berichtet wurde, ist fur Luft-Ausblasen 

0 0,1 $2 93 0.c 45 0,6 O,? O/3 99 10 

L J 

BILD 20. Abhtigigkeit des Wandreibungskoefizienten vom Entfernungs- 
parameter <. 

Pr= Pr (c, I 

0 ~1 02 ~3 0,4 015 0.6 0.7 0.6 03 l0 

c [_(~i’!!$] 

BILD 21. AbhPngigkeit der Stantonzahl fti Masseniibergang vom Entfer- 
nungsparameter [. 

der Wert KcoNu, gleich 049177 fur [ = 0,005, T,/T, = 0,5 und Ma, = 2, Ftir Helium-Ausblasen 
kann man von Tabelle 3 ablesen, dass dieser Wert etwa 0,045 betrtigt, was etwa 50 Prozent niedriger 
liegt. 



126 J. L. BANSAL 

i 

I z I 

0.14 , 

\,Ma, = 2 

\ 

I 
\ 

I 
0.72 _ 

0.10 __-. 
r_/T, = 0.5 

_ :I_ 

I ,e- Lvft”I Pr=Pr(c,l.Sc=Sck,) 

L&t-Luit - Pr=l 

0.08 
I 

0.06 

4 

BILD 22. Abhlngigkeit der Nusseltzahl fiir WIrmelbergang 
vom Entfernungsparameter (. 

6.0 
y,6’ 
yo K 

5.0 - 
CVQ - 
v.K 

4.0 - 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.6 0.9 

BILD 23. Wirkung der Machzahltiderung auf die dimensionslosen 
Verdrlngungs- und Impulsverlustdicken fiir gleichfiirmige Injektion von 

Helium in Luft. 
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Tabelle 3. v, = const, T,/T, = 0,5, T, = 293°K 

a ClU i 
Ma=2 Ma = 5 Ma = 2 Ma = 5 

et el c,/2cQ St J2CQ 
KcQNu, Kc,Nu, 

04 
0,7 
2,O 
2,6 
3.5 
4,l 
4.6 
5,l 
576 
633 
730 
9-8 

10,o 

0 0 
OJ2509 0,00494 
0.35638 0.05221 
0,47798 o&903 
0,65098 0,20884 
0,73374 0.30516 
0,78389 0,39588 
0,82166 0,49392 
0,85059 0,59777 
0,88078 0,75078 
0,90279 0,91071 
0.9499 1 1,59344 
0,95189 1,64397 

lJ7839 1,46996 
0,89130 1,38989 
0,08443 1.18615 

-0,305ll 1,03361 
- 0,64972 0,81267 
- 0.70942 0,71552 
- 0,70520 0,66041 
- 0,67774 0,62060 
- 0,63988 0,59074 
-0,58147 0.55939 
-0,52393 0.53556 
- 0,34050 0,47285 
-0,33032 0,46939 

c31307 
0160254 

?48648 
0186943 

0,34574 0,52469 
OJ7307 0,30307 
OJ2173 0.24398 
0,09562 0,21624 
0,07772 OJ9836 
0,06481 OJ8613 
0,05188 0,17454 
0,04271 0,16675 
0,0233 1 0,15175 
0,02249 0,15117 

0 0 
0,04439 0.18447 
0,055% 0,23277 
0,05229 0,21832 
0,04535 OJ9057 
0,04276 0,18163 
0,04153 OJ7547 
0.04075 OJ7235 
0.04019 OJ7014 
0,03959 OJ6775 
0,03907 OJ6568 
0,03705 0,15735 
0.03689 OJ5672 

Auf Bild 23 sind die dimensionslosen Verdrlngungs- und Impulsverlustdicken als Funktion der 
Anlauflange C hir die Machzahlen 2 und 5 gezeichnet Die Impulsverlustdicke ist unabhangig von 
der Machzahl, w%hrend die Verdrangungsdicke mit wachsender Machzahl zunimmt. 

Bei einer Kegelspitze, die symmetrisch in einer oberschallstromung liegt [27], sind Druck, 
Geschwindigkeit und Dichte hinter dem Stoss 1Zngs einer durch die Kegelspitze verlaufenden 
geraden Linie ausserhalb der Grenzschicht konstant, solange der halbe &fnungswinkel des 
Kegels kleiner als der kritische Winkel ist. Die Striimung in der Grenzschicht am Kegelmantel kann 
daher aus der Striimung in der laminaren Grenzschicht an einer langsangestromten ebenen Platte 
bestimmt werden, bei der die gleiche Dichte und Geschwindigkeit wie in der Striimung ausserhalb 
der Grenzschicht der Kegelspitze vorhanden ist. 

Der Reibungsbeiwerf die Stantonzahl ftir Massentibergang und die Stantonzahl ftir Warmetiber- 
gang sind folgendermassen fiir beide Systeme verbunden [27]. 

(8.9) 

wobei der Index A die Werte fur Rotationskiirper darstellt. 
Oberflachenreibung, Warme- und Masseniibergang sind beim Kegel um den Faktor ,/3 grosser 

als bei einer entsprechenden ebenen Platte mit der gleichen Dichte, Druck, Reynoldszahl usw. 
Als Beispiel sind die Konzentrations-, Geschwindigkeits-, Gesamtenthalpie- und Tempera- 

turprofile ftir Ma, = 10, Ma,, = 4,875,8 = 22”, A = 16,74”, T, = 223°K Th = 825,1X, T,/T, = 1,O 
und 2,O und [jJ, = -(,/3)/10 in Bild 24 eingetragen. 
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Ma,=4.875 

BILD 24. Konzentrations-, Geschwindigkeits-, Ruheenthalpie- 
und Temperaturprofile an einem Kreiskegel mit Injektion 
von Helium in Luft und fiir verschiedene Wandtempera- 

turen. 

8. SCHLUSSBEMERKUNGEN 

Reim Flug mit hohen Uberschallgeschwindigkeiten werden als Folge des Aufstaus und der 
damit verbundenen zahen Dissipation in der am bewegten K&per sich ausbildenden Grenzschicht 
Oberflachentemperaturen erreicht, die mit dem Quadrat der Machzahl anwachsen (vergl. Gleichung 
(5.31)). Derartige Temperaturen werden eine Steigerung der Fluggeschwindigkeiten ernstlich 
begrenzen. In der vorliegenden Untersuchung wird die Wirkung des Einblasens eines Ktihlmittels 
durch die Oberflache betrachtet, dessen physikalische Eigenschaften von denen der Aussenstromung 
verschieden sind. Wegen der Kompliziertheit der Grenzschichtgleichungen wird ein Naherungs- 
verfahren benutzt Es ist bemerkenswerf dass die naherungsweisen Ergebnisse such in denjenigen 
Fallen sehr ntitzlich sind, wo an sich exakte numerische Losungen existieren, weil die Naherungs- 
ergebnisse in geschlossener Form vorliegen und daher ftir eine Untersuchung der Parameteranderun- 
gen in solchen Fallen geeignet sind auf die sich die numerischen Ergebnisse nicht erstrecken. 

Obwohl wir uns bei den Berechnungen auf die Geometrie der ebenen Platte und des Kreiskegels 
beschrankt haben, ist die in Abschnitt 4 entwickelte Analysis von allgemeiner Art, und such die 
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Fgille mit nichtverschwindenden Druckgradienten kiinnen damit behandelt werden. In solchen 
FHllen scheint jedoch eine simultane numerische Liisung der Impuls-, Spezies- und Energiegleichung 
unvermeidlich zu sein. 

Tab&e 4. v, = cons& T,/T, = l,S, T, = 293°K 

a ClW i 
Ma = 2 Ma = 5 

el e1 
c,I2cQ St J2CQ 

Ma = 2 Ma=5 
Kc,Nu, KCQNU, 

030 0 0 0,24834 1,19228 
0,7 0,12495 0,03585 -0,66913 0,92494 
230 0,35545 0,37205 -3,18804 0,2095 1 
2.6 0,47649 0,69943 -4.22559 -0,13590 
3,5 0.64945 1,45889 -4,88635 - 0,45076 
4,l 0,73246 2,12334 - 4.82302 -0,51150 
436 0,78284 2,74942 - 4,64022 -0,51357 
531 0,82082 3,42660 -4,41399 - 0,49425 
5,6 0,84990 4,14454 -4,17756 - 0,465OO 
633 0,88027 5,20347 - 3.85739 -0,41837 
7,O 0,90239 6,31146 - 3,56334 -0,37172 
9,8 0,94973 11,04880 - 2,66802 - 0,22209 

10,o 0,95172 11,39970 -2,61850 -0,21382 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
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APPROXIMATE CALCULATION OF HEAT- AND MASS TRANSFER IN LAMINAR SUPER- 
SONIC BOUNDARY LAYERS WITH INJECTION OF A LIGHT GAS 

Abstract-The following research is intended to develop a general approximate solution for the binary 
mixture boundary layer when the fluid properties are variable and the Prandtl and Schmidt numbers are 
arbitrary and concentration dependent. The method developed is applied to different flow problems and 
the results are compared, wherever possible, with the known exact solutions. It is found, contrary to the 
results of Baron, that in helium injection the Prandtl number at the wall does not decrease below 0.675. 
Moreover, the results of skin friction and mass-transfer obtained in the present analysis for arbitrary 
Schmidt number, do approach to the Pr = SC = 1 analysis when Schmidt number approaches unity. 
Besides, the method helps in finding a solution for the flow past a flat plate with homogeneous injection 

for which a similar solution is not possible. 

CALCUL APPROCHfi DU TRANSFERT THERMIQUE ET MASSIQUE DANS DES COUCHES 
LIMITES LAMlNAlRES SUPERSONIQUES AVEC INJECTION D’UN GAZ LtiGER 

R&m&-On a men& cette recherche afm de developper une solution g&&ale approchee de la couche 
limite de mtlange binaire quand les proprittks du fluide sont variables et quand les nombres de Prandtl 
et de Schmidt d6pendent de la concentration. La mtthode dtvelop+e est appliquee B diffkrents problbmes 
d’tcoulement et les rCsultats sont comparts. partout oh c’est possible. avec les solutions exactes connues. 
On trouve. contrairement aux rCsultats de Baron que lors d’une injection d’hhtlium le nombre de Prandtl 
g la paroi ne dCcroit.pas au-dessous de 0,675. De plus. les rtsultats de frottement superticiel et de transfert 
massique obtenus dans I’analyse prtsente pour des nombres de Schmidt arbitraires. approchent I’analyse 
B Pr = SC = 1 quand le nombre de Schmidt approche I’unitt. D’autre part, la mCthode permet de trouver 
unesolutionpourI'tcoulementsuruneplaqueplaneavecinjectionhomog~ne.caspour lequelunesolution 

similaire n’est pas possible. 

IIPHBJI&I~EHHOE HbIqMCJIEHBE TEIIJIIO- M MACCOIIEPEHOCA B 
JIAMHHAPHbIX CBEPXBBYHOBMX IIOrPAHHqHbIX CJIOHX HPM 

MHKEKUMM LTEI‘ICOI’O rA3A 

AHHOTBI~HII-B HacToHUeM HCCJIe~OBaHkII4 IIbITaIOTCFI HatiTIl o6Iqee npn6n&weHHOe peIneHHe 
SJIR nOrpaHWHOr0 CJIOR ABOtHOti CMeCLI, KOrRa CBOiCTBa WKMAKOCTH IIepeMeHHbIe M YMCJIEI 
npaHATnR II ~IMH~Ta IIpOPK~BO~bHbIe I4 3aBElCRlqlle OT KOHCHCTeHqPIEi. Pa3pa6OTaHHbIti MeTO, 
npHMeHHeTcH K pa3nH'iHbIM npo6neMaM IIOTOKa I4 pe3yJIbTaTbI CpaBHHBaIOTCH, t?CJIR 
BOBMOH(IiO,C M3BeCTIIblMM TOqHbIMll peIIIeHEfFIM11. B OTJIWfMe OT pe3yJIbTaTOB &lpOHa HaIIIJ?H, 
YTO rrpH HHHFeKIfI?M renan 4wzno IIpanaTnR y CTeHw He naAaeT HIIH(e 0,675. KpoMe Tore, 
pe3ynbTaTbI TPeHMn IlOBepXHOCTHOro C.rlOR M IIepeHOCa MaCCbI, IlOJIyW'lIHble I,pM HaCTOHIQeM 
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aHam3e gm npomBonbHor0 sacna IIImgTa np5f6namamTcfi K asamay Pr = SC = 1, 
KOrAa YllCJIO NMAATa IIpH6WKaeTCFI K eAHHHI(e. 3TOT MeTOA TaKXe IIO3BOJIMT IIOCTpOllTb 

peUIeHkIe AJIf4 IlOTOKa C rOMOreHHOh HH?KeKUIleZt IIpl4 06TeKaHUH IIJIOCKOth IIJIaCTHHbI AJIFI 

KoToporo aKanorwIHoe pememe KeB03MolflHo. 


