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Zusammenfassung—In der vorliegenden Untersuchung soll ein allgemeines Nidherungsverfahren zur
Berechnung einer Zweistoffgrenzschicht fiir den Fall entwickelt werden, dass die Fliissigkeitseigenschaften
verinderlich sind und die Prandtl- und Schmidt-Zahl willkiirlich sind und von der Konzentration abhingen.
Das Verfahren wird aud verschiedene Stromungsprobleme angewandt, und die Ergebnisse werden, soweit
moglich, mit bekannten exakten Losungen verglichen. Es wird im Gegensatz zu den Ergebnissen von Baron
gefunden, dass bei Heliuminjektion die Prandtl-Zahl an der Wand nicht unter den Wert 0,675 abnimmt.
Dariiber hinaus gehen die Ergebnisse fiir die Oberflaichenreibung und den Masseniibergang, die in der
vorliegenden Untersuchung fiir beliebige Schmidt-Zahlen erhalten wurden, im Grenzfall S¢ — 1 in die
Losung fiir den Fall Pr = Sc = 1 iiber. Die Methode gestattet auch eine Losung fiir die Plattenstromung
bei homogenenem Ausblasen zu finden, wo eine dhnliche Losung nicht existiert.

BEZEICHNUNGEN
A, definiert durch Gleichung (4. 8b);
b,,b,, definiert durch Gleichungen (4.13) bzw. (4.12);
C, (Cp12 = Deyys

Co Mengenbeiwert des Ausblasens (= v,,/u,);

Cp Massenkonzentration der i-ten Komponente (= p;/p);
Cpo spez Wirme der i-ten Komponente [cm?s™? grad ™ !];
cp12’ cpl/cpZ;

Cp spez Wirme des Gasgemisches [cm? s™2 grad ™*];

s, ortlicher Reibungsbeiwert ;

D, P +6;

D,,, Diffusionskoeffizient eines Zweistoffgemisches [cm? s~ 1];

oc
d,, -1 .
' <6'1)w’

d,, definiert durch Gleichung (4. 8p);

. O(H\L.
v n\H,/},
ey, definiert durch Gleichung (4. 8q);

* Gekiirzte Fassung einer von der Math. nat Fakultit der Georg-August-Universitit Gottingen angenommenen, unter
Anleitung von Herm Prof. Dr. W. Wuest, Aerodynamische Versuchsanstalt Géttingen, durchgefiihrten Dissertation.
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reduzierter Mengenbeiwert des Ausblasens [z — 2__0wa \/ (%%)}
poouoo

Gesamtenthalpie des Gasgemisches [cm? s™2];
y—1
H,/H, = (T/T) (1 + ’TMaﬁ)/(l +C);

dimensionslose Sutherlandsche Konstante an der Wand fiir bindres Gasgemisch ;
charakteristische Lange [cm];

Machzahl;

Molmasse der i-ten Komponente [g mol™'];

eine Konstante, definiert durch Gleichung (6.4);

ortliche Nusseltsche Zahl [ = — (0T/dy),x/(T,, — T.)];

normal zu einem Meridianschnitt (bei Rotationskorpern) [cm];

af{l — il — c1,)Sc¢,}:

Prandtische Zahl (= pc,/x);

Druck [g cm™!s™2];

Gaskonstante der i-ten Komponente [cm? s~ % grad ™ '];

Reynolds sche Zahl (= p_u,l/u,);

oOrtliche Reynolds’sche Zahl (= p_u x/u,);

ortliche Reynolds’sche Zahl in achsensymmetrischer Strémung (= p U, S/i.);
Temperaturriickgewinnfaktor (Recoveryfaktor);

Meridianschnitt eines Rotationskdrpers [cm];

definiert durch Gleichung (2.27);

Sutherlandsche Temperaturkonstante der i-ten Komponente [°K];
Schmidtsche Zahl (= v/D,,);

Stantonzahl fiir Warmeiibergang [: - (x %) PoolloCpal Ty — T,)J;
Stantonzahl fiir Stoffiibergang [ = (p0),,/P ole(C1 — C10)]5

Koordinate lings der Meridianlinie eines Rotationskorpers [cm];

Temperatur [ °K];

Gleichgewichtstemperatur [ °K];

Variable definiert durch die Dorodnitsyn-Transformation, siche Gleichung (3.10);
Geschwindigkeit lings der Wand bzw. quer zur Wand [cm s™'];

Koordinate lings der Wand bzw. quer zur Wand [cm].

Griechische Bezeichungen

,
%
Ag
5’
3,
o*,
o,
‘9’

(Pa/ o) (Mo 1) A
Verhiltnis der spezifischen Wirmen (= c,/c,);

halber Kegelwinkel [°];
Grenzschichtdicke [cm];
Grenzschichtdicke in (x, t)-Ebene [cm];
Verdriangungsdicke;

Stosswinkel [ °];

Impulsverlustdicke;;
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, (P o/ Pt REE 5
& x/1;
n, t/0,;

. . . UW 2 umx
¢, dimensionslose Anlauflinge [z (u—> v—’];
%, Wirmeleitfahigkeit [g cm s™* grad ™ 1];
i [=(07 Re];
U, dynamische Zahigkeit [gcm™" s™1];
v, kinematische Zahigkeit (= p/p) [cm? sec™!];
P Gesamtdichte [gem ™ ?];
Ps Dichte der i-ten Komponente [g cm™3];
G Molekiildurchmesser der i-ten Komponente [A];
T, T/T.;

&, &g,

a E } Konstanten fiir eine gegebene bindre Gasmischung,
3y ¢4

Bedeutung der Indizes

A, Werte fiir Rotationskérper;
a. Werte am Aussenrand der Grenzschicht :
h, Werte hinter dem Stoss;

i(=1:2),1 fiir ausgeblasenses Gas (z.B. Helium),
2 fur dusseres Gas (Luft);
normal zu einem Meridianschnitt (bei Rotationskorpern);
ldngs eines Meridianschnitts (bei Rotationskérpemn);
Werte vor dem Stoss;
Werte an der Wand ;

N Werte in einem Bezugspunkt ausserhalb der Grenzchicht.

gEs e

1. EINLEITUNG
DIE VERMINDERUNG des hohen Wirmeflusses an den Oberflichen hypersonischer Flugkérper
ist ein wichtiges Problem, das in letzter Zeit sowohl theoretisch als auch experimentell untersucht
worden ist. Eine erfolgversprechende Methode besteht in der Anwendung der Transpirations- oder
Masseniibergangskiihlung. Ein solcher Kiihlprozess kann zB. mit Hilfe einer durchlissigen Wand
verwirklicht werden, durch die ein Kiihlmittel eingespritzt oder eingeblasen wird. Das KiihImittel
kann ein Gas, wie z.B. Luft, Helium oder Wasserstoff, oder eine Flissigkeit wie z.B. Fliissigsauerstoff
sein. Eine gleichartige Wirkung kann auch hervorgerufen werden, wenn das Wandmaterial (z.B.
Graphit. Glas oder Kunststoff) unter dem Einfluss der heissen Grenzschicht sublimieren kann und
durch die Verdampfungswirme eine wirksame Kithlung entsteht. In allen diesen Fillen werden
Strémungsgrenzschichten gebildet, in denen zwei oder mehr Gase sich durch Diffusion miteinander
mischen. Die herkémmlichen Grenzschichtgleichungen werden durch das Auftreten einer Gleichung
erweitert. welche die Erhaltung der Spezies an irgendiener Stelle der Grenzschicht definiert. und
da verschiedene Gase auch verschiedene Werte der spezifischen Wirme haben, kann ein Ener-

gietransport auch durch Massentransport erfolgen und die Energiegleichung muss im Hinblick
darauf abgeindert werden.
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Die Gleichungen sind von Hall [1], Baron [2] und Wuest [3] abgeleitet worden. Eine Analysis
dieser Gleichungen [(3.1) bis (3.6)] ist fiir konstante Fliissigkeitseigenschaften in inkompressibler
Stromung von Hartnett und Eckert [4] gegeben worden. Sie betrachten zunichst den Fall Pr = Sc¢
= 1 fiir die Plattenstromung, wobei die drei Differentialgleichungen fiir Impuls, Energie und Spezies-
masse identisch werden und die Ergebnisse von Schlichting und Bussmann [S] anwendbar sind,
und gehen dann zu realistischeren Prandtl- und Schmidtzahlen iiber.

Eine Ndherungslosung fiir die Stromung iiber eine Platte mit Warmeiibergang ist von Bansal [6]
gegeben worden.

Fiir den Fall des Einblasens von Luft sind eine Anzahl von Untersuchungen durchgefiihrt worden.
(Eine eingehende Bibliographie ist von Schlichting [7] gegeben worden.) Die Strémung in einer
kompressiblen Grenzschicht ist z.B. durch Yuan [8], Lew und Fanucci [9] und Morduchow [10]
untersucht worden. Lew und Fanucci [9] haben die Arbeit von Iglisch [11] fir die inkompressible
Grenzschicht mit homogener Absaugung auf die kompressible Grenzschicht an einer ebenen Platte
mit Absaugen und Ausblasen erweitert, wihrend Morduchow [12] und Morduchow und Rayle
[13] fir den gleichen Fall ein Naherungsverfahren entwickelt haben, das sich auf die v. Karmanschen
Integralbedingungen stiitzt.

Es ist schon frither darauf hingewiesen worden, dass mit zunehmenden Fluggeschwindigkeiten
in neuerer Zeit der Injektion einer Fliissigkeit in die Grenzschicht, die eine andere Zusammensetzung
als die Hauptstromung hat, immer mehr Beachtung geschenkt wird. In diesem Fall miissen alle
Gleichungen(3.1) bis (3.6) studiert werden, wobei die Abhédngigkeit der Flissigkeitseigenschaften von
der Temperatur und Konzentration beriicksichtigt werden miissen. H. Schuh [14] hat wahrscheinlich
als erster die Konzentrationsgrenzschicht untersucht, wobei die physikalischen Eigenschaften der
Bestandteile als unabhéngig von der Konzentration angenommen wurden. Diese Einschrinkungen
wurden durch J. W. Smith [15] fallengelassen, der eine Theorie variabler Eigenschaften fir eine
Mischungsstromung in einer Hochgeschwindigkeitsgrenzschicht entwickelt Einige Annahmen
in der Theorie von Smith entsprechen nicht den physikalischen Erfordernissen und haben deshalb
Kritik ausgelost. In einer Untersuchung von J. R Baron [2] wird die vollstindige Gleichung
aufgestellt und auf den Fall der ebenen Platte bei willkiirlicher Prandtl- und Schmidtzahl angewandt.
Baron berichtet iiberraschenderweise, dass bei Heliuminjektion die Prandtlzahl an der Wand bis
zu einem Minimum (~047) bei ¢,,, = 0,2 abnimmt, obwohl sowohl Helium als auch Luft fiir
sich Prandtlzahlen von etwa 0,72 haben. Ausserdem sind seine Ergebnisse fiir die Oberflachenrei-
bung und den Masseniibergang (die unabhingig von der Prandtlzahl sind) fiir beliebige Schmidt-
zahlen bei Anniherung an Sc = 1 nicht in enger Ubereinstimmung mit den in der Pr = Sc = 1—
Analysis gewonnenen Ergebnissen. Wuest [3, 16, 17] hat die Losung der Gleichungen (3.1) bis
(3.6) sowohl fir verschwindende als auch nichtverschwindende Druckgradienten untersucht.
Numerische Beispiele sind auf einem IBM-650-Computer fiir Uberschallstromung lings einer
ebenen Platte berechnet worden, wobei die Einblasegeschwindigkeit ~ 1/,/x vorausgesetzt wurde
und fir nicht verschwindende #ussere Druckgradienten die Wirkung der Dissipation und der
kompressiblen Temperatureffekte vernachlissigt wurde, so dass die Losung nur fiir kleine Mach-
zahlen giiltig ist. Das Kiihlproblem an einer ebenen Platte mit Injektion eines leichten Gases ist
auch von Hall [1] und Eckert et al. [18-20] untersucht worden.

Bei den oben erwihnten Untersuchungen sind in fast allen Fallen fiir eine Zweistoffgrenzschicht
dhnliche Losungen vorausgesetzt worden, wobei sich nur die Annahmen Gber die Fliissigkeitseigen-
schaften unterscheiden. Ein kurzer Uberblick iiber die verschiedenen Theorien unter Einschluss
einer turbulenten Zweistoffgrenzschicht ist von Gross et al [21] gegeben worden. Fiir die ndherungs-
weise Losung einer Zweistoffgrenzschicht hat Baron [2] eine Losung fiir die Mischungsstrémung
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an einer undurchlissigen Platte mit Hilfe des Pohlhausenverfahrens [22] gefunden. Wuest [23]
hat ein mogliches Verfahren umrissen, um eine Niherungslosung fiir die Zweistoffgrenzschicht
an einer durchlissigen Wand mit Hilfe der v. Kdrmdnschen Integralbedingungen zu finden.

In der vorliegenden Untersuchung soll ein allgemeines Niherungsverfahren zur Berechnung

PP, Y. gy

einer Zweistoffgrenzschicht fiir den Fall entwickelt werden, dass die Fliissigkeitseigenschaften
verdnderlich sind und die Prandtl- und Schmidtzahl willkiirlich ist und von der Konzentration
abhingt. Das Verfahren wird aof verschiedene Stromungsprobleme angewandt, und die Ergebnisse
werden, soweit moglich, mit bekannten exakten Losungen verglichen Es wird im Gegensatz zu
den Ergebnissen von Baron gefunden, dass bei Heliuminjektion die Prandtlzahl an der Wand
nicht unter 0,675 abnimmt Dariiber hinaus gehen die Ergebnisse fir die Oberflichenreibung und
den Masseniibergang, die in der vorliegenden Analysis fiir beliebige Schmidtzahlen erhalten
wurden, im Grenzfall S¢ — 1 in die Analysis fiir den Fall Pr = Sc = 1 iiber. Die Methode gestattet
auch eine Losung fiir die Plattenstromung bei homogenem Ausblasen zu finden, wo eine ahnliche
Losung nicht existiert. Es werden neue Ergebnisse zusammengetragen, die auch von praktischem
Interesse sind und die fiir technische Anwendungen geniigend genau sind.

2. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN EINER BINAREN GASMISCHUNG

Im folgenden wird angenommen, dass die beiden Gaskomponenten und dieresulticrende Mischung
ideale Gase sind.

Die Ausdriicke fir Dichte, spezifische Wirme, Diffusionskoeffizienten, Zihigkeitskoeffizienten,
Wirmeleitungskoeffizienten, Prandtlsche Zahl und Schmidtsche Zahl eines bindren Gasgemischs.
wie sie bei Grenzschichtstrémungen benutzt werden, sind folgende [24-26].

' T
% =1+ Qe @
e 14 ey ~ Doy (22)
Cpa
Dy, T\? Sc, .
{g}iz}g = K{i + 8;;6;}("}:;’) ‘g} {uB}
i T
— = K(1 + g,0q + g5¢) = 2.4
" ( €1t &0 (24)
*‘""x*‘ = K{I -+ 53{:1};1:‘ {2'5}
s 1
ﬁ - (1 + £,Cy + 826‘3} [i + {Cpiz - I)Cl} (2 6)
Pr, 1 + &3¢ -
Sc* I+ g4, 27
mit m
-2 {2.8)



88

J. L. BANSAL

¢
Cprz = 2= (2.9)
sz
T;: + S2 Tw :
K=—">"~—=[-" 2.10
T, + (Slz),,(n) 210
(Sll)w = (Sl - SZ) Ciw + S2 (211)
2 2
Se* = [[—=— (Q Se, (2.12)
1+ 22\
my
€4, &, &3 und &, sind Konstanten fiir eine gegebene bindre Gasmischung.
Die thermische Zustandsgleichung eines bindren Gasgemischs idealer Gase lautet
p=pRT (2.13)
mit
R =c¢,R, + (1 —¢|)R, (2.14)

Die Tabellen der Konstantenwerte Q, ¢,,;, &, &, £3, &, 3, S; und S, fiir verschiedene Gasmischungen
wurden von Wuest [3] gegeben. Die Wert fiir He-Luft-Mischung stehen in Tabelle 1.

Table 1. In der numerischen Rechnung verwendete konstante Werte fiir

Helium-Luft-Mischung

1Y

Cpi2

)

]

Ci2
Sc,

Sc*
T,

a

6,25
5,18
0,097
0,0

487
0,11
0,72
2,18 [A]

3,75[A]

2,965 [A]
0,78

0.24
293 [°K]

9% [K]

11 K]

Gleichung (2. 17b)

cpl/cpl

Gleichung (2. 32)

Gleichung (2. 32)

Gleichung (2. 33)

Gleichung (2. 27)

Prandtlsche Zahl fiir Luft
Molekiildurchmesser der ersten
Komponente (He)
Molekiildurchmesser der zweiten
Komponente (Luft)

(g, +0,)/2
Selbstdiffusions-Schmidtzahl

der Luft

Gleichung (2. 29)

Temperatur am dusseren Rand der
Grenzschicht

Sutherlandsche Temperatur-
konstante der ersten Komponente (He)
Sutherlandsche Temperatur-
konstante der zweiten Komponente
(Luft)

3. GRENZSCHICHTGLEICHUNGEN BEI EINEM BINAREN GASGEMISCH

Wenn man die Grenzschicht-Voraussetzungen fiir die gasdynamischen Gleichungen, die durch
die kinetische Gastheorie gewonnen werden, anwendet, konnen die bekannten Gleichungen der
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laminaren Grenzschicht fiir die stationdre zweidimensionale Stromung einer bindren Gas-
mischung wie folgt ausgedriickt werden [27]:

Konzentration
deq 5(31 0 Bcl
— — pD 31
pu— + pv 3y 0y 12 8y (3.1,
Kontinuitit
i 0
- —— =0 32
5o + 5, (o0 (32
Impuls
du ou dp 0 ( du
= — = -+ —| 33
P ax +p oy ox * dy (,u 5y> 33)
ap
hi. A 34
% 34
Energie

JOH, oH_ ofpod ([ 1)1
P % pé‘y_ay Pr oy A 2 8y

0 Sc oc;
+ 5; [(1 )pD12 Z h; 5;] (3.5)
Darin bedeutet
h; = ¢,T, (3.5a)
h = Zcihi (3.5b)
und
H=h+ u?/2 (3.5¢)
Zustandsgleichung
p = pRT. (3.6)

Die Stoffwerte p, 4, Dy,, ¢, und Prandtlsche und Schmidtsche Zahlen des Gemisches sind als
orilich verianderlich vorausgesetzt. Die thermische Diffusion ist im technischen Stoffaustausch
im allgemeinen vernachléssigbar klein und ist daher in den obigen Gleichungen nicht enthalten.

3.1 Randbedingungen

Die Randbedingungen fiir das obige System von Glexchungen sind an der Oberfliche des Korpers
durch das Haften gegeben und durch die Forderung der Ahnlichkeit der v-Geschwindigkeits-
komponente, der Konzentration an der Wand und der Enthalpie:



90 J. L. BANSAL

firy = 0:
u=20
v = v,(x)
H=H,
c; = C1,(x) (3.7

Am #usseren Rand der Grenzschicht muss die Geschwindigkeit und die Enthalpie gleich den
Werten in der freien Stromung sein. Die Konzentration irgendeines Materials, das an der Ober-
fliche ausgeblasen wird, wird gleich Null in der &usseren Stromung.

Daraus folgt:

firy —» o0
U = uy(x)
H = H,(x)
¢, =0, (3.8)

Die letzte Randbedingung erhilt man unter der Voraussetzung, dass die Massengeschwindigkeit
der Luftmolekiile (oder die zweite Komponente in der bindren Mischung) an der Oberfliche des
Korpers verschwindet, d.h., es gibt im ganzen keinen Masseniibergang des Luftanteils in die
Korperoberfliche. Deshalb muss der Massenfluss der Luft durch Konvektion von der Oberfliche
gleich und entgegengesetzt zur Diffusionsstromung der Luft in Richtung auf die Oberfldche sein.
Aus diesen Betrachtungen ergibt sich die bekannte Eckert-Schneider-Bedingung, die durch die
folgende Gleichung dargestellt wird [3]:

%mz_wgﬁﬁ%_ (3.9)
CZ ayw

Auf den ersten Blick konnte man aus (3.7) bis (3.9) schliessen, dass acht Randbedingungen aufgefiihrt
worden sind, wihrend eine Untersuchung der Differential-Gleichungen zeigt, dass nur sieben
Bedingungen gefordert sind. Wenn wir die Bedingung (3.9) naher betrachten, dann wird es offenbar,
dass die Ausblasegeschwindigkeit und die Konzentration an der Wand nicht unabhéngige Grossen
sind und.um eine zu finden, die andere vorgegeben sein muss. Diese Tatsache wird klar werden,
wenn die spezifischen Strémungsprobleme im weiteren Text geldst werden.

3.2 Differential-Integral-Gleichungen
Nach der Dorodnitsynschen Transformation

y=j&m (3.10)
0

und
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n= éi(t = §,, wenn y = §)
t
X
£=3
5 2
i:(—li) Re \ 3.1
_ Pelw s
O it Re
Pootloo
Re = —-=-
He J

werden die Gleichungen (3.1) bis {3.6) in die folgenden Integro-Differential-Gleichungen verwandelt

[24]:

Impuls
U P B Poo Py Hw
2 F® A) + EF 312
u.,pfp{\/ Yo Po Palle 613
Energie
‘ P H,
i}; .A’ Fr (3 )
2 F, +3{ + + Fé(§a+ua+gw}
o o H
s (\/m{(z w--—)+—-~(: e Gz = 1)
Cpa SC oopco Pw Hw l
1 oo lfw Fw
* o (Prw ) }+ Yo Pa Patin Pry S 613
und
Konzentration
) Pa | U Uop Pos
IF F =—2E=4 Ji
AFA + A{Fv + 7(% %)} o @A (3.14)

wobei der Strich die Ableitung nach £ anzeigt, und

1

u u
F, =J;;(1 - ;;)d,? (3.15a),

4]

i
T AL
e[
[0
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0fu
SO

1
u H
N el —— 3.15d
Fa Jua(l H,,)d" ( )
0
if{ H
gl G159
L
Fg o cl%dr} (3.15f)
[43
H
U
Fr=| ety (3.15g)
do a
H [¢,T [uVy—1_, 1
E‘[&i“'(»:) 7 M T T M G.19)

In den abgeleiteten Gleichungen (3.12) bis (3.14) ist eine einzige Grenzschichtdicke vorausgesetzt,
Das ist eine Alternative zu der Einfiihrung von drei Grenzschichtdicken, namlich, eine Ge-
schwindigkeits- oder Impuls-Grenzschichtdicke, eine Gesamtenthalpie- oder thermische Grenz-
schichtdicke und ecine Diffusions-Grenzschichtdicke, Die Voraussetzung einer einzigen
Grenzschichtdicke ist méglich fiir Fliissigkeiten mit Prandtischen und Schmidtschen Zahlen in der
der Nihe von 1 (die meisten Gase erfiillen diese Bedingung). Wie wir spiter in Kapitel 4 sehen
werden, legt ferner die Emfithrung einer einzigen Grenzschichtdicke notwendigerweise keine
zwingenden Beschrinkungen fiir die Enthalpie- und Diffusionsprofile auf, weil beide einen zusétz-
lichen Koeffizienten enthalten kénnen, der nicht durch die Randbedingungen bestimmt ist. Diese
Koeffizienten, die ¢, und d, genannt werden, ersetzen die Enthalpie- und Diffusionsgrenzschicht-
dicke wie die anderen zwei Unbekannten, die durch die Gleichungen (3.12) bis (3.14) bestimmt
werden,

4. ALLGEMEINE LOSUNG DER INTEGRO-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

4.1 Polynom-Darstellung

Die Gleichungen (3.12) bis (3.14) kénnen in gewdhnliche Differentialgleichungen umgeschrieben
werden, wenn man die Geschwindigkeits-, die Gesamtenthalpie- und dic Konzentrationsprofile
als bestimmte Funktionen der Variablen » annimmt, mit gewissen Parametern als unbekannte
Funktionen von & die (3.12) bis (3.14) geniigen miissen. In dieser Arbeit werden Geschwindigkeits-
profile vierten Grades und Gesamtenthalpie- und Konzentrationsprofile fiinften Grades gewihlt,
die die folgenden Wandbindungen erfiillen [24]

Geschwindigkeit
fiir:n = 0:
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o

U,

oG

firyg =1:
ua a
Gesamtenthalpie
firn = 0:
H
m="
dc, o (H" 0* (H 9 (u\)?
|:forw + B (0—">w] {%(Fa)}w_ {5? il-,, . = Bs an\u, .,
626"3 (0c\?
057 + ().
firn =1:
H o (H\ & (H
— = 1’ —_— — = ——7 - = 0
H, on\H, on* \H,
Konzentration
fur n= 0:
€1 = c1ul(d)
oc,\ 1/ oc, o%c,
[oseet:(5).] (). (%),
firn=1:
3 dey, %,
“E T T

Ausserdem gilt nach (3.9)

<%> = — ol — c,,,) Sc,,.
on Ju

\

A

93

@.1)

4.2)

(4.3)

(4.9

Damit ergeben sich fiir das Geschwindigkeitsprofil vierten Grades und das Gesamtenthalpie-
und Konzentrationsprofil fiinften Grades, die obige Wandbindungen erfiillen, die folgenden

Ausdriicke:
1
= = 1121 = 1207 + 61%) + P6n® — 8% + 3*) + Al — 3n° + 3n° — 1]

(4.5)
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§a= 1+(#F — DA = 1093 + 155* — 64°) + (n — 6n° + 8n* — 3n’)e, +

+ =3 +3n* —ndle (4.6
und
¢y = (1 = 1073 + 159* — 6n%) ¢y, + (n — 61> + 8n* — 3p°)d, + (> — 3 + 3n* — n)d, (47)

mit

o= ——pa&tvw _ Patx 1) \//I (4.8a)
Ky Pw Hw
Pa\' [ Pa\[ Ua (e
=) ()66
C = (cpi2— Decyw (4.8¢)
H (T.)T)(1 + C)
= = b 4.8d
=W, =T+ [0 - DM (484
a; =(c, — DAL+ O) (4.8¢)
0 €3
= - 48
%2 O(1+1+chw 1+ es¢4y, (481)
0 g + 285¢4,,
= — 4.8
b 1+ Qcyy, 1+ &0, + Szciw (48¢)
Pr,
BZ = 0y + Oy (1 — S_C‘;> (48h)
— A} — 2
B, = (1 Pr‘r)(_y : 1) Ma; (48i)
1+ Md
2
Pr,, .
Pr,
Bs = 0‘1[(‘11 + o) — (¢ + Bs)g]” (4.8k)
2Q £4
= - 481
Be 1+ Qcy, 1+ &4¢y, (481)
dc,
P=a+ B, (W) = o[l — B,(1 — ¢,,)S¢,] (4.8m)

D=P+6 {4.8n)
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0
d, = (—c—‘> = —«(l —¢,,)Sc, (4.80)
on )
d, = 3(aSc,, + Pedy)d; (4.8p)

2
12+ A) +2Bud, — ﬂsd%] (4.89)

e, = % [(“P"w + Brdi) e, + Ba(

_ (1 + €1C1w + 82(:%“,) (1 + (cp12 - l)clw)
- 1+ &3¢

Pr Pr (4.8r)

w a

und

_ (1 + £1C1w + SZwa) (1 + chw)

Sc,,
1+ g4¢44

Sc*, (4.8s)
wobei der Strich die Ableitung nach £ anzeigt.

4.2 Formulierund des Problems _ _

Das Problem unserer Untersuchung kann nun folgendermassen formuliert werden : Vorgegeben
seien ein bindres Gasgemisch (d.h, die Werte von ¢, &,, €3, &4, Q, 9, Cp12, Pr,, Sc, S; und §,), ein
konstantes Verhiltnis T,,/T,, von Wandtemperatur zu einer Bezugstemperatur ausserhalb der
Grenzschicht, eine Machzahl (Ma,,), die Verteilung der Ausblasegeschwindigkeit v,,(¢) [oder die
Konzentration c,,,(£) an der Wand] und die Geschwindigkeitsverteilung (u,/u,,}&). Dann kénnen
die Gleichungen (3.12), (3.12), (3.14) und (4.4) fiir A(&), d,(&), e,(¢) und ¢ (&) [oder v,,(£)] gelbst werden.
Wie man sieht, gibt Gleichung (4.4) die einfache Beziehung (4.80) zwischen d,(£) und ¢,,(¢). Daher
kann, sobald die drei Unbekannten A({), c,,() und e,(¢) aus den Gleichungen (3.12) bis (3.14)
bestimmt sind, die Unbekannte d,() aus (4.80) berechnet werden.

4.3 Bestimmung der Funktionen F| bis F,

Die Differential- und Integralfunktionen F ,, F5, F,, F 5 und F, erhilt man, wenn man die Ausdriicke
von u/u,, H/H, und c, in (3.15) einsetzt. Obwohl die Integrale F, und F¢ auf dihnliche Weise nach
(3.16) erhalten werden konnen, ist doch die Durchfiihrung dieser Rechnung sehr schwierig, und die
sich so ergebenden Ausdriicke fiir F, und F sind fiir die Behandlung spezieller Strémungsprobleme
zu kompliziert.

Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, wollen wir T/T, als ein Polynom fiinften Grades in g
ansetzen, das die folgenden Wandbindungen erfillt [24]:

fiirn = 0:
1 _ =
T”="
oc, o(T o* (T o (u))?
O O T R A
firy =1:
T o (T o* (T
=" %(’Tl)=7(i>=° ,
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mit
T (4.10
T = T .10a)
P

By =0y —a, <1 + lﬁ) (4.10b)

Sc,,

und H

Bs = Pr(y — 1) Ma%/(1 + C). (4.10c)

Das gesuchte Polynom fiir 7/T,, welches die Bedingungen (4.9) erfiillt, lautet

T
F=1+@-D- 107° + 159 — 6n°) + (n — 6n° + 87* — 3n°) b, + (1, — 313

‘ +37* —n®)b,  (4.11)
mit

2
b = 3| WP+ s B Sl a1

Der unbekannte Parameter b, ist durch (3.16) mit den unbekannten Parametern A, e; und d,
verbunden.

Setzt man die Polynome von u/u,, H/H,, ¢; und T/T,in (3.16) ein und vergleicht die K oeffizienten
von n auf beiden Seiten, so erhilt man

b, = [el <1 + %M&) . 1)d1j| / (1+ O (4.13)

Nun ist

1
F, :Jl(l —3>dn
ua ua
0

1
= %(4,2 +0,6P +0054) — 52-(20,97142 + 6,31428 P + 0,48571 P2 + 0,33812 4

—jﬁ? (&)

1
0,5(t — 1)+ 0,1b, + 0,01666 b, — D7 [20,97142 + 6,31428 P + 0,4871 P?

+ 0,00396 A% + 0,04050 AP) (4.14)

+ 0,33812 4 + 0,00396 4% + 0,04050 AP] (4.15)

o u 12+ A4
(RN
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1
u H
F4=[“—<1 —E>df]

= —;—[(1,45714 + 0,16904 P + 0,03692 4) (1 — o) — (0,37618 + 0,04761 P + 0,00754 A) e,
— (0,06904 + 0,00912 P + 0,00120 A) e, ] 417

o (H
Fs= {6—11 (F)} —e, (4.18)

= [0,5 + 039176 (r — 1) + 0,06730 b, + 001012 b,] ¢y,
+[0,1 + 0,06730(r — 1) + 0,01499 b! + 000247 b,] d,
+ [0,01666 + 0,01013 (r — 1) + 0,00247 b, + 0,00041 b,]d,  (4.19)

und
1
u
F7 = j‘ Cy u—a dﬂ
[
= ;1)—[(1,45714 + 0,16904 P + 0,03692 A) c,,, + (0,37618 + 0,04761 P + 0,00754 A)d,

+ (0,06904 + 0,00912 P + 0,00120 A)d,]. (4.20)

4.4 Die charakteristischen Grenzschicht-Parameter

Nach der Losung der Integro-Differentialgleichungen und der Bestimmung der Unbekannten
4 ¢, und e; kénnen die gewiinschten Grenzschicht-Parameter direkt berechnet werden.

Nach Gleichung (3.10) kann die Riicktransformation in die (x, y)-Ebene durch

()vra-waf o

0

oder

A T
)Xc(\/Rex) = \/(—5)‘[ 1+ ch)idn (4.21)
erreicht werden.

Die Verdrangungsdicke 6* ist definiert durch

3
pu
o =J (1 — paua) dy
0
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oder

1
0* | Pa pu
— =" - :
o SP( paua>d"
I %

Die dimensionslose Verdringungsdicke ist dann gegeben durch:

o* j
;(\/Rex) =\/<%>[F2 + QF¢ — F{].

Die Impulsverlustdicke ist definiert durch

oder

1(1 - 1>dn —F,
ua ua

Die dimensionslose Impulsverlustdicke lautet dann:

% (VR = \/@F

Der ortliche Reibungsbeiwert ist definiert durch
(1 Ou/0Y)w
Cf = ~l 2 .
2P ol o
Mit unseren Bezeichnungen reduziert er sich auf

¢/(JRe,) = 2ﬁ_"i"’—‘/—’1\/<§>f“3.

Die ortliche Stantonzahl St,, fiir den Stoffiibergang ist definiert durch [2]:

_ (pv)y
- pooueo(clw - Cloo).

JG)

St

Mit unseren Bezeichnungen reduziert sie sich auf

Stm (\/Rex) =

@4
Ciw

(4.22)

4.23)

(4.24)

(4.25)

{4.26)

(4.27)

Die Temperatur 7T, welche eine Oberfliche unter dem Einfluss der inneren Reibung annimmt,
heisst “‘Gleichgewichtstemperatur” oder ‘‘adiabatische Wandtemperatur. Mathematisch heisst

das: T, = T,, wenn

falz )
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Damit haben wir

0 ={ﬁ_(j_>} _ [el(l + [ = 1/2] Ma}) + (T/T) (epiz — Dl ~ clw)ch] @29)
on\T.)1, e

T, (1 + [z = 1)2] Ma}) e,
LA 4.29
’I:z |:(Cp12 - 1) a(l - Clw)Scw Tw=Tr ( )

Der Temperaturriickgewinnfaktor ‘r” beschreibt die Energieverteilung in einer Ueberschall-
strémung Der Faktor “r” ist definiert als [7].
T/)T, - 1

"o -D2Ma 430

Die ortliche Stantonzahl St, fiir den Warmeiibergang ist definiert durch [2]:

oT
Sth = - (x—a?>w/pauuaocpao (Tw - Tp")

Mit unseren Bezeichnungen reduziert sie sich auf

T bioy2 (¢
St,,(\/Rex)~Cm(Tr_Tw)Prw . \/(,1) (4.31)

5. EINE EINFACHE LOSUNG DER GRUNDGLEICHUNGEN FUR DEN FALL Pr = Sc = 1
5.1 Einfiihrung
Fiir den Fall eines verschwindenden Druckgradienten und einer Prandtl- und Schmidtzahl,
die im gesamten Stromungsfeld den Wert 1 haben, vereinfachen sich die Integro-Differential-
gleichungen (3.12) bis (3.14) betrichtlich. Um die Genauigkeit der hier erhaltenen Niherungslosung
zu betrachten, vergleichen wir ihre Ergebnisse mit einigen exakten (numerischen) Losungen.

5.2 Lésungsmethode
In dem vorliegenden Fall reduzieren sich die Gleichungen (3.12) bis (3.14) auf

Impuls
1 ’ 7 pw ”w
sF A+ AF] = (p(\/l) + === F,4 (5.1
Energie
1 ’ ’ Pw Hw
3F A + AF, = cp(\/l)(l — ) + p———FS (5.2)
Konzentration

LF, 4 + AFy = o(JA) (5.3)
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o(JA) = a 22 B (4.82)

a 2]

0 (¢, 1
{%(a)}w =° (1 - a)' o9

Die Gleichungen (5.1} bis (5.3) kénnen mit Hilfe von (4.8a) und (5.4) umgeschrieben werden zu

p ?
IF N+ AF, = ¢y [clw + (cy — 1)F3/{~ (‘i>} } (5.5)
clw 01’] Clw w

3FA 4 A = OV [(1 CHen + (e~ 1)@/{3(61—)} ] (56)
Ciw 5'[ Ciw w

A
AF. A + AF, = ‘Zi. Cru (5.7)

1w

Aus (4.80) wird

und

Unter Beriicksichtigung der Differential-Integral-Funktionen (3.15) kann man aus (5.5) bis (5.7)
leicht sehen, dass, wenn ¢,,, und T,, konstant sind, lineare Beziehungen zwischen dem Konzentra-
tions- und Geschwindigkeits- bzw. zwischen dem Gesamtenthalpie- und Geschwindigkeitsprofil
bestehen. Diese Beziehungen, die die notwendigen Randbedingungen (3.7) und (3.8) erfiillen, sind

— =1—-—= (5.8)
clw ua
und
H u u
E:,}i’(l—u-)wtu—a (59)
mit

H, (T/T) (1 + C)

X =W, T+ 16 - D2 M

(4.8d)

Aus (5.8), (5.9) und (4.8d) wird klar, dass die Konzentration des Fremdgases die Geschwindigkeits-
und Enthalpieprofile beeinflusst.

Aus (5.9) erhalten wir mit Hilfe von (3.16) folgende Beziehung zwischen Temperatur und Ge-
schwindigkeit:

T (T/T)(+ O —uu) + [(7 — 1)/2] MaZ (u/u,) (1 — ufu,) + uju,

T 1 + C( — u/u,)

a

(5.10)

Diese Beziehung wurde auf anderem Wege auch von J. R. Baron [2] erhalten.



NAHERUNGSWEISE BERECHNUNG DES WARME- UND STOFFAUSTAUSCHES 101

Fiir den Fall einer reinen Luftstrémung (c,; = ¢,5, d.h. C = 0) reduziert sich die Gleichung (5.10)
auf das bekannte Ergebnis (S. 326, H. Schlichting [7]):

T T, u y—1 _,u u u
Bl 4 _Z - {1 == —. 5.11
T (7;)(1 ua>+ 3 Mal ua( “a>+ m (5.11)

Da die Prandtl- und Schmidtzahl im gesamten Stromungsfeld der Wert 1 haben, schliessen die
Gleichungen (4.8r) und (4.8s) ein, dass

g, =8 =0
£y = Cpp —~ 1. (5.12)
und ts=0Q

Daher erhalten wir aus (4.8)
ay = (cp12 — DAL + C)

a, = B =ﬂ2=ﬁ6=1—+QW (5.13)
ﬁ3 = B4 = ﬂs =0
und
di = —a(l —cyy,)
d, = Pd,j2 (5.14)

e, = Pey/2.

Es kann leicht geprift werden, dass die Wandbindungen (4.1) bis (4.3) in diesem Fall identisch sind.
Wir folgern aus (5.8) und (5.9), dass die Koeffizienten von #° in dem Konzentrations- bzw. Gesamt-
enthalpieprofil verschwinden miissen, d.h.

6cy, +3d,+d, =0 (5.15)
und
6 — 1)+ 3e; + e, =0. (5.16)
Setzen wir die Werte d,, d, und e, aus Gleichung (5.14) in (5.15) und (5.16) ein, erhalten wir
12¢,,,
o= m (5.17)
und
e = 132(1 — ). (5.18)

Dabher ist es in diesem Fall ausreichend, nur eine Gleichung zu 18sen, namlich die Impulsgleichung
(5.5), die sich mit Hilfe von (5.8) reduziert auf

A
sF x4 aF, < OV (5.19)

iw
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Aus (4.8a) folgt jedoch:

Pw M
(JA) = ——"ua. (5.20)
oA Pa Hq i

Wenn wir die Werte von «, p,,/p, und u,/u, aus (5.17) bzw. aus (2.1) und (2.4) in (5.20) einsetzen
und in Beziehung setzen zu (5.13), erhalten wir

N 12K

¢ D(1— ¢ (1 + Qcyy,)

Den Wert von P aus (4.8m) kann man mit Hilfe von (5.13) und (5.17) erhalten, indem man die
quadratische Gleichung

(5.21)

© 1+ Qey,

1w

12
Pm+@=1qu —Jg—u—q@ (5.22)
16st.
Aus (5.21) und (5.22) erkennen wir, wenn c,,, = konst. ist, dass (p\/ A und P ebenfalls Konstante
sind und deswegen die Funktion F, konstant ist.

Daher erhilt man, wenn die Gleichung (5.19) mit der Anfangsbedingung ¢ = 0, A = O integriert
wird,

A 24K 1
£ Dl —cp) (1 + Qey,) Fy

(5.23)

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (3.11) kann man aus (5.21) und (5.23) leicht sehen, dass in
diesem Fall die Ausblasegeschwindigkeit umgekehrt proportional zur Quadratwurzel der Ent-
fernung ist. Also ist bei einer konstanten Konzentration an der Wand (vorgegeben) und konstanter
Wandtemperatur v,, ~ x %,

5.3 Reduzierter Mengenbeiwert des Ausblasens

Wie in Abschnitt 3.2 betont, sind die Ausblasegeschwindigkeit und die Konzentration an der
Wand voneinander abhéngig, und es ergibt sich im vorliegenden Fall, dass diese Abhingigkeit
durch die Beziehung (5.21) gegeben ist Um diese Abhéngigkeit ausdriicklich zu beweisen, filhren
wir einen reduzierten Mengenbeiw=rt des Ausblasens f, ein, der folgendermassen definiert ist:

2 R
£, = — Pubw \/( ex) (5.24)
Pt K
und der sich mit Hilfe von (3.11) zu

¢
= — — 5.25
o= 200 (5%) (525)
reduziert.
Setzt man die Werte von (p\/,l und A/& aus (5.21) bzw. (5.23) in (5.25) ein, erhdlt man schliesslich

24F, +
== —_— . .2
S ““’[D(l e (¥ chw)] (5-26)
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Somit kann fiir ein gegebenes f,, der Wert von c,,, nach der “‘Regula Falsi” leicht aus (5.26) errechnet
werden.

5.4 Berechnung der charakteristischen Grenzschicht-Parameter
Aus (4.22) und (5.23) ergibt sich die dimensionslose Verdringungsdicke

* k3
& <_R_9x)= [ 24 ] (F, + QF — F,). (5.27)

X K D(1 — c3,) (1 + Qcy) Fy

Setzt man die Werte von A/¢ aus (5.23) in (4.23) ein, erhélt man die dimensionslose Impulsverlust-

dicke
§ Rex _ 24F1 * — ﬁ (528)
X K D(l - clw) (1 + chw) Ciw

Wenn man die Werte von a, (p\/l und A/¢ aus (5.17), (5.21) und (5.23) in (4.25) einsetzt, erhilt
man den ortlichen Reibungsbeiwert

Re.\ [24(1 — ¢ Fi
7 \/ <T> B [W] | (5.29)

Aus (5.26) und (5.29) ergibt sich die Beziehung zwischen dem reduzierten Mengenbeiwert des
Ausblasens und dem ortlichen Reibungsbeiwert

UyPsw Rex Ciw 1 Rex
= - = 5.30
(%)= (=5 ) (%) 5

Aus (5.25) und (4.27) ist die ortliche Stantonzahl des Masseniibergangs gegeben durch

Re,
Stm\/(—k—> = _fw/zclw’
die sich mit Hilfe von (5.30) auf

s J(Res\___ L . [(Re (531)
"\K ] 21-c¢,,) f\/ K .
reduziert.

Setzt man die Werte von ¢./4, «, e, und A/¢ aus (5.21), (5.17), (5.18) und (5.23) in (4.31) ein, so

folgt
St Re,\ 1 Re, 512
W K ) T2 (k) (32

Die Beziehung (5.32) ist die bekannte Reynoldssche Analogie.

5.5 Numerische Diskussion

In Bild 1 wird ein Vergleich des Reibungsbeiwertes als Funktion der dimensionslosen Ausblase-
geschwindigkeit fiir verschiedene Molekularmassenverhiltnisse 1 bis 4 mit der numerischen
Losung von C. R. Faulders [28] gemacht. Es zeigt sich, dass die Uebereinstimmung fiir die zuneh-
menden Molekularmassenverhiltnisse, d.h. fiir das Einblasen von Leichtgasen, sehr zufriedenstellend
ist. Aber man muss im Auge behalten, dass in der vorliegenden Analyse eine realistischere Tem-
peratur-Zihigkeits-Beziechung genommen wurde (d.h. im Hinblick auf den Sutherlandschen



104 J. L. BANSAL

05 — - B
1R
Al NS c =
04l v — Verfosser
o1 02 448 CR Foulders [45]
+< 0,3 04
03 ©05

[} 4} 02 03 04 05 06 07 08

L Vw /Re,
92 Yo VT
Bip 1. Ortlicher Reibungsbeiwert fiir verschiedene Massen-

verhiltnisse und Konzentrationen an der Wand fiir eine
laminare Grenzschicht mit Einblasen eines Fremdgases.

He-Luft
Pr=Sc=1

*_/Re
CVF W/
_ 1.0
——0—0— 7‘5
~—0—0— 2,0
i
1
|
21 . I
172t f——7 " -
Luft-Luft(Inkompressible Stromung, 5 VRe;
T+ Schlichling & Bussmann [111)
0704 e mgy —— o T T T 9 +1/Re
” * ¥ V%
0 | | . | L i il
0 -005 -010 -015 -020 -025 -0,30 fu 0,40

BiLD 2. Wirkung der Injektion von Helium auf die dimensions-
lose Impulsverlust- und Verdringungsdicke fiir verschiedene
Werte des Injektionsparameters f,(Pr = Sc = 1).
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Parameter K), wihrend in Faulders Analysis der Wert von K gleich eins genommen ist. Die Linien
von konstanter Konzentration an der Wand sind in Bild 1 ebenfalls bezeichnet.

In Bild 2 ist die dimensionslose Verdringungs- und Impulsverlustdicke als Funktion des reduzier-
ten Mengenbeiwertes des Ausblasens fiir verschiedene Werte der Wandtemperatur und der Mach-
zahlen aufgetragen. Um die Auswirkung des Finblasens von Helium und der Kompressibilitit
auf obige Grdssen zu sehen, sind auch die Verdringungs- und Impulsverlustdicke in einer inkom-
pressiblen Stromung fiir Einblasen von Luft nach Schlichting und Bussmann [5] in Bild eingezeich-
net Man kann aus der Gleichung (5.28) sehen, dass die Impulsverlustdicke unabhingig von der
Anderung der Wandtemperatur und der Machzahlen ist. (Jeder Temperatureinfluss ist vollig
in der Konstante K enthalten) Mit zunehmendem Mengenbeiwert des Einblasens von Helium
nimmt die Impulsverlustdicke zuerst auf ein Minimum ab und dann wieder zu, wihrend im Fall
des Einblasens von Luft die Impulsverlustdicke kontinuierlich wichst. Wenn wir die Gleichung
(5.28) in Beziehung zu Gleichung (5.26) niher betrachten, bemerken wir, dass mit wachsendem
Mengenbeiwert des Einblasens die Konzentration an der Wand erst schnell zunimmt; darauf ist
die Zunahme langsamer und nihert sich einem asymptotischen Wert. Dieser Umstand ist die
Ursache fiir die Anderung der Impulsverlustdicke. Die Auswirkung der Anderung der Machzahl
und Wandtemperatur auf die Verdriangungsdicke ist dieselbe, d.h. die Verdringungsdicke nimmt
zu mit der Steigerung der Temperatur und der Machzahl Die physikalische Bedeutung dieses
Phénomens ist, dass die Zunahme der dimensionslosen Verdringungsdicke, die mit der Steigerung
der Machzahl geiindert wird, hauptsichlich von der Volumenvergrésserung abhiingt, die mit der
Temperatursteigerung des Heliums in der Nihe der Wand verbunden ist.

6. UBERSCHALLSTROMUNG AN EINER PLATTE MIT VERANDERLICHER
AUSBLASEGESCHWINDIGKEIT UND BELIEBIGEN PRANDTLSCHEN UND SCHMIDTSCHEN ZAHLEN

6.1 Einfiihrung

In dem vorliegenden Kapitel wird die Grenzschicht mit konzentrationsabhingigen beliebigen
Prandtlschen und Schmidtschen Zahlen fiir eine Uberschallstromung an einer ebenen Platte unter
dem Eintluss des Ausblasens eines Fremdgases untersucht. Diese Losung ist schwieriger im Ver-
gleich zu dem Fall Pr = Sc = 1, weil im vorliegenden Fall die drei Gleichungen fiir Impuls. Energie
und Konzentration nicht auf eine einzige Gleichung zuriickgefiihrt werden kénnen und dic Wand-
bindungen auch gekoppelt sind, wie man in (4.1) bis (4.4) sehen kann.

In dem vorliegenden Fall werden die Gleichungen (3.12) bis (3.14) reduziert auf:

Impuls

IF A+ AF, = o(JA) + gﬂﬂn 6.1)

a @

Energie

’ ’ SCW pw #w 1
JF A+ AFy = o(\JA) {(1 —#)+ #(1 —c,,) “‘(P—rw - 1)} e Fs 62

und

Konzentration

$F. 4 + AFy = ¢ /i (6.3)



106 J. L. BANSAL

Obwohl die Gleichungen (6.1) und (6.3) den Gleichungen (5.1) und (5.3) genau entsprechen, gibt es
hier keine einfache Beziehung wie (5.7), weil die Schmidtsche Zahl im Strémungsfeld notwendiger-
weise nicht 1 ist. Aus (6.1) bis (6.3) geht hervor, dass die Geschwindigkeits- und Diffusionsfelder vom
Enthalpiefeld unabhingig sind. Daher werden die beiden Strémungsgleichungen (6.1) und (6.3)
zuerst gelost, und das Ergebnis kann verwendet werden, um das Gesamtenthalpiefeld zu berechnen.

Eine exakte (numerische) Losung fiir obigen Fall ist von mehreren in der Einleitung erwidhnten
Forschemn unter verschiedenen Einschrinkungen gefunden worden. Die Untersuchungen von
Baron [2] und Wuest [3, 16] sind besonders beachtenswert.

In dem nichsten Abschnitt werden wir ein Nidherungsverfahren, das den Vorteil der Einfachheit
und Geschlossenheit hat, betrachten und werden die Ergebnisse, soweit wie moglich, mit den
numerischen Losungen vergleichen.

6.2 Lisung der Impuls- und Konzentrationsgleichungen
Die Ausblasegeschwindigkeit sei so vorgegeben, dass
¢(/A) = N = konst. (6.4)

(im weiteren Verlauf werden wir sehen, dass v, ~ x~* ist). Wenn wir die Werte von p,./p,. tw/ls
und (p\/ 4 aus (2.1) bzw. (2.4) bzw. (6.4) in (4.8a) einsetzen, erhalten wir

e = g T;:? ili)chw)' (63)
Aus (4.8m) ergab sich bereits:
P =al — B,(1 — ¢y,)S¢, ] (4.8m)
Da «, Sc,, und §, Funktionen der Konzentration an der Wand (c,,,) sind, schliessen wir
P = P(c,,) (6.6)

Daher sind die Funktionen F,, F; und F,, die durch (4.14), (4.16) bzw. (4.20) gegeben sind, nur
Funktionen von c,,, nachdem 4 = 0 eingesetzt worden ist.
Mit Hilfe von (6.4) bis (6.6) reduzieren sich die Impuls- und Konzentrationsgleichungen auf

I di dF,de, F,
TRAF TR TR <+a) 67

und
1 di dF, dcy,,

PR Ay = N. 6.8
st ta, @ =N ©8)
Aus (6.7) und (6.8) erhalten wir
dA
dz = 11(C1w» N) (6.9)
und 4
1z (A’clw) = Xz(clwa N)’ (610)

dg
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wobei
, dF, dF, F,dF, / dF, dF,
Ierw N) = 2N {&; “de, T ad, ;(F G, Frae 611)
und
F,F dF dF
XZ(CDV’ N) = CleX(Chw N} 4+ 2N [(F; s F’;) - :; 7]/(F1 3‘5;7; - F'“; a‘é‘i;) (612)

Die Gleichungen (6.9) und (6.10) sind mit den Anfangsbedingungen eines endlichen ¢, bei & = 0,
4 =0 zu integrieren. Die Integration geschicht am besten durch sukzessive Approximation,
indem man zunichst ¢,, = konst. setzt. Dies ergibt

A = x1(C1s NX (6.13)
und
A = xalcys NI, (6.14)
Aus (6.13) und (6.14) folgt
_ Xales N)

- = . {6.15)
! X {13 N} -

Die Gleichung (6.15) zeigt, dass c;,, unabhiingig von ¢ ist und deshalb eine Konstante ist. Daher
ist die erste Approximation die exakte Losung aus (6.9) und (6,10), und eine weitere Approximation
ist nicht erforderlich.
Aus {6.15) und {6.12) erhalten wir
FyF,
" F,—-F,

=2 G{C 4 s ). : (6.16)

Die Gleichung (6.16) ist eine implizite Beziehung zwischen c¢,,, und « und kann mit Hilfe des
“Wegesteinschen iterativen Verfahrens” geldst werden. Die Werte sind in Tabelle 2 aufgefiihrt,
Da c,,, konstant ist, erhalten wir aus (6.9) unter Anwendung von (6.16)

4 _2N (6.17)

¢ F

Dieselbe Beziehung kénnen wir auch direkt aus {6.8) ableiten. Aus (6.4) und {6.17) kdnnen wir
unter Anwendung von (3.11) leicht einsehen, dass in diesem Fall v, ~ x " ¥ist,

Der Mengenbeiwert des Ausblasens (f,), der durch (5.24) oder (5.25) definiert ist, reduziert sich

mit Hilfe von (6.4) und (6.17) zu
AV )
fo=— [ZF g (I?)} (6.18)

wobei (N/K) durch (6.5) gegeben ist.
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Eine Kontrolle ist dadurch méglich, dass fir S¢c = 1 der Wert F, = ¢, F, wird und sich die
Beziehungen (6.16), (6.17) und (6.18) genau zu (5.17), (5.23) bzw. (5.26) reduzieren.

Unter dem Gesichtspunkt der numerischen Rechnung ist es in der vorliegenden Analyse emp-
fehlenswert, eher die Wandkonzentration als den Mengenbeiwert des Ausblasens vorzugeben.
Daraus schliessen wir, dass bei einer vorgegebenen Wandkonzentration ¢;,, der Wert von « aus
(6.16) durch die Anwendung des Wegesteinschen iterativen Verfahrens ermittelt werden kann,
worauf der Mengenbeiwert des Ausblasens und die Unbekannten d; und 2 leicht aus (6.18), (4.80)
bzw. (6.17) errechnet werden kénnen.

6.3 Ldsungsverfahren der Energiegleichung
Die Energiegleichung lautet :

! ’ SCW pw .uw 1
%F4l + /1F4 = (p(\/l){(l - .}f) + e#(l - clw)txl (P—rw — 1)} + ;;#_OOP—"WFS (62)
Aus (4.17) kann die Funktion F, wie folgt ausgedriickt werden
F4 = gl(Paclw’”) - eng(Pa Clw)v (619)

wobei
gi(P, ¢y, H) = l—l)[(l,45714 + 0,16904 P) (1 — 5#) — $(0,06904 + 0,00912 P)

x|z

T 2Bud;y — Bl )] (6.20)

und

1
92(P. ¢1) = 5 [(037618 + 004761 P) + 3(0,06904 + 0,00912 P)- (aPr,, + fodp)].  (621)

Wenn wir A/£ und F, aus (6.17) und (6.19) in (6.2) einsetzen und die Bezichungen von (6.4), (4.8a) und
(6.16) anwenden, erhalten wir

N 2N _ de, Sc,, F,—F, 1
(9, — 6’192)F7 - F—7£gzd_§ = N{(l - )+ H( — Clw)al(i)—r'w_ - 1) + WP—rwel {6.22)
Die Gileichung (6.22) kann auch geschrieben werden als
de; g2 + ga g1 — g3F;
gda e, = , (6.23)
d¢ ( 2g, ! 29,
wobei
Sc,,
GalCrm H) = (1 — #) + H(1 — m)a(; - 1) (624)
und
F - F
galcy) = Lil . (6.25)

Ty F3
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Die Gleichung (5.23) ist eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung, und ihre
Losung lautet mit der Anfangsbedingung eines endlichen e; bei

£=0:
g1 — 93F
g2 t+ 9a
= €1(Cyys H). (6.26)

Zur Kontrolle kann man nach einigen Zwischenrechnungen feststellen, dass fir Pr = Sc = 1 {F, =
(1 —#)F,, F;=c,Fy, g3 =1 — #)und g, = (1 — ¢,,,)F,/F3) die Gleichung (6.26) sich exakt
auf (5.18) reduziert.

Daher konnen einem vorgegebenen Wert der Wandkonzentration (c,,,) und einem vorgegebenen
Wert T,,/T,, des Verhiltnisses der Wandtemperatur zur Temperatur ausserhalb der Grenzschicht
die Werte g, bis g, und F- zugeordnet werden, und es ergibt sich e, aus (6.26).

e, =

6.4 Berechnung der charakteristischen Grenzschicht-Parameter

Nachdem die Werte der unbekannten Parameter A, d; und e, bestimmt wurden, kénnen die
charakteristischen Grezschichtparameter berechnet werden.

Substituieren wir ¢./4, o und A/¢ aus (6.4), (6.16) bzw. (6.17) in (4.25), so erhalten wir nach einigen
Umformungen den ortlichen Reibungsbeiwert

cf\/(liz"): (F, — Fﬂ\/(}%%). (6.27)

Mit (6.18) und (6.27) folgt fiir die Beziehung zwischen dem Mengenbeiwert des Ausblasens und

dem Reibungsbeiwert:
UywPw Rex _ F7 1 Rex
uwpw\/< % )_ F o F7fc,\/< % ) (6.28)

Als Rechenkontrolle findet man, dass fir Pr = Sc = 1 die Beziechung F, = ¢, F, wird und die
Formel (6.28) exakt mit (5.30) iibereinstimmt.
Aus (4.27) und (6.17) ergibt sich die 6rtliche Stantonzahl firr den Masseniibergang zu

Re\ . 1 N\ 1 F, Re 1,
m\/(K> 201w\/< 7K> 2c1wF1 _.F7Cf\/( K> 2 i (629)

Fir sehr kleine Werte des Mengenbeiwerts (d.h. f,, — 0) geht ¢,,, - 0 und die Gleichung (6.29)
wird unbestimmt. Bilden wir den Grenzwert, so bleibt, wie wir noch sehen werden, der physikalische
Massentransport, wie zu erwarten war, bestimmt.

Z.B. wird fiir Helium-Einblasen:

. Rex . Re (F7/Cl )
lim St, [[—%)= lim ic, <\ (Fa/c1)
ciw—0 \/< K ) clw—>02- f\/( K )(Fl — F7)
Re 1
= 1 __'{ - .
I:ICI\/< K >(F1 - F7):|clw=°“lirfo (F/c1w)

= 0,564028. (6.30)
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Nach (4.29) gilt fiir die Gleichgewichtstemperatur

T _ i+ [ = 1)/2] Ma;’}e, (4.29)
T (€pi2 = Dall = ¢y,) Sey, |, =7, '

Wie man aus (6.26) sechen kann, ist # in impliziter Form in e, enthalten und daher auch T,, Um
die Losung der Gleichung (4.29) zu vereinfachen, miissen wir noch eine explizite Beziehung fiir die
Gleichgewichtstemperatur 7, finden.

Da P eine Funktion von c,,, ist, lasst sich die durch (6.20) definierte Funktion g,(P,c,,.#)
folgendermassen schreiben:

gl(P9clw’ ‘”) = ql(clw) - '#qZ(Clw)v (631)
wobei

1 72
q; = o [(1,45714 + 0,16904 P) — —3553(,06904 + 0,00912 P)] (6.32)
und

q, = %[(1,45714 + 0,16904 P) + 4(0,06904 + 0,00912 P)

Pr. Pr,
izal (1 - é)d - [(ou ) - (o + Bs)gcr—w] d%}]] 633)
ist.

Analog erhalten wir fiir g;(c,,, 5#):

93(C1p. H) = 1 — Hyslcy,), (6.34)
wobei
Sc,,
g3(ciw) =1 = (1 — Clw)al(ﬁ; - 1> (6.35)
ist.

Daher reduziert sich die Gleichung (6.26) auf

(g, — F;) — #(q, — q3F)
g2+ Ga

Damit und mit (4.29) und (4.8d) gilt, nach einigen Umrechnungen, fiir die Gleichgewichtstemperatur

T.:

r

{6.36)

e1=

E, - {1+ [y — 1)/2] AMaf_} q, — F, (6.37)
T, 1+C (g2 — g3F7) — aoy(1 — ¢4,) (92 + g4) Sc,,
Der Temperaturriickgewinnfaktor ist definiert durch
_— _Tf./ﬁ_._ (4.30)

[ — V2)MaZ
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Er kann leicht berechnet werden, wenn man den Wert von T,/T, aus (6.37) in (4.30) einsetzt.
Mit der Substitution von ¢./A und A/¢ in (4.31) ergibt sich nach einigen Umrechnungen fiir
die ortliche Stantonzahl des Wiarmeiibergangs:

Re L Re\ 1 1 1 y—1
it I b2 e 1+ M
St (K) Zcf\/(K>Prw(T,/T,,—Tw/7;)F3 [e< 2 )

¥ TTfeyus — ol - clw)Scw]. (638)
wobei e,, T,/T, und a durch (6.26), (6.37) bzw. (6.16) gegeben sind.
6.5 Numerische Diskussion

Die Abhidngigkeit der Wandkonzentration von Oberflichenwerten der Prandtlschen und
Schmidtschen Zahlen wird fiir das Helium-Einblasen in Bild 3 gezeigt und mit den Ergebnissen von

18
Verfasser  JR Baron (3]

16 Scw Aaaas

Pr ..... X xxzx
Scw,Pry w a

10 / | |

0.8
SR N 7 U O o
06 il / x

x / X
A
04

02

0
0 (X 0,2 03 04 05 06 07 08 L 10

w

BiLDp 3. Abhingigkeit der Schmidt- und Prandtlzahien an der Wand von der
Heliumkonzentration an der Wand.

Baron [3] verglichen. Die Ubereinstimmung in der Schmidtzahl ist gut, wihrend die Uberein-
stimmung in der Prandtlzahl schlecht ist. Aber man muss im Auge behalten, dass die Prandtlzahl,
sowohl fiir Helium als auch fiir Luft, im reinen Zustand im Bereich von 0-72 liegt. Baron kommt zu
dem {iiberraschenden Ergebnis, dass der Wert von Pr, zu einem Minimum von etwa 047 fiir
¢ = 0,2 abnimmt, wihrend wir im Gegensatz zu den Ergebnissen von Baron finden, dass die
Anderung in Pr,, gering ist und der Wert von Pr,, nicht unter 0,675 abnimmt.
Die Anderung in dem Temperaturriickgewinnfaktor 7 mit Konzentration an der Wand wird in

Bild 4 gezeigt. Der Wert r nimmt erst bis zu einem Minimum von 0,926 bei c,,, & 0'3 ab und nimmt
dann allmdhlich mit der wachsenden Konzentration an der Wand zu.
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1.0 10 g o - e
r # J - | Re, ‘\Y He-Luft
‘ i ‘YK iPr=Pr(c,), Sc=Sc(c,)
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0,6 b—— : : ] 06 Verfasser o
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BiLD 4. Wirkung der Heliumkonzentration an der Wand auf  BiLD 5, Abhéngigkeit des ortlichen Beiwertes der Wand-

den Temperaturriickgewinnfaktor (Recovery-Faktor). reibung von der Heliumkonzentration an der Wand.
1,0
s Re, He-Luft
s Pr=Pr(c,),Sc=Sc(c,)
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Bib 6. Abhiingigkeit der rtlichen Stantonzahl fiir den
Wirmeiibergang von der Heliumkonzentration an der Wand.
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Bib 7. Wirkung des Injektionsparameters auf die Heliumkonzen-
tration an der Wand.
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In Bild 5 und 6 sind der Reibungsbeiwert und die Stantonzahl fir den Wéarmeiibergang als Funktion
der Wandkonzentration gezeichnet, und die Ergebnisse sind mit denen von Baron verglichen.
Der Reibungsbeiwert stimmt gut iiberein, weil er unabhingig von der Prandtlzahl ist, wihrend die
Ergebnisse des Wirmelbergangs, der von der Prandtlzahl und dem Temperaturriickgewinnfaktor
abhingig ist, nur anniherend iibereinstimmen.

Auf Bild 7 ist die Auswirkung des Mengenbeiwertes auf die Wandkonzentration mit den Ergeb-
nissen von Baron verglichen. In der vorliegenden Analyse ist der Wert der Wandkonzentration c,,,
fiir einen gegebenen Mengenbeiwert hoher als von Baron. Die direkte Folge dieser Nichtiibereinstim-
mung ldsst sich an der Stantonzahl des Masseniibergangs bemerken, der in der vorliegenden Analyse
einen niedrigen Wert fiir die gleiche Helium-Konzentration an der Wand (siehe Tabelle 2) erreicht.

Tabelle 2. Numerische Ergebnisse fiir die Plattengrenzschicht mit Ausblasen von Helium in Luft (v, ~ x %)

P P s I st [Re Re, st, [N
Ciw a Ty Cw w m K Cf K r h K
0 0 0 0,72000 024000 0 056403 068545 094693 040065

0,1 035126 —0,11050 0,69325 038950  —0,08675 043370 0,50314 093520 0,30104
0,2 0,74065 —0,11550 068266  0,53863 —~0,14476 0,36190 0,39859 0,92844 0,24595
0,3 1,15537 —0,00079 0,67863  0,68739 —0,18860 0,31433 0,32652 0,92596 0,20825
04 1,58132  0,23927  0,67791  0,83582 —0,22348 0,27935 0,27181 0,92722 0,17890
0,5 201727  0,60545  0,67910 098390 —0,25286 025286 0,22771 0,93121 0,15405
0.6 2,49063  1,11053  0,68148  1,13166 —0,28064 0,23386 0,19015 0,93701 0,13167
0,7 307470 1,80994  0,68466  1,27910 —0,31208 0,22291 0,15595 0,94418 0,11029
0.8 395310  2,88001  0,68840  1,42624 —0,35622 0,22263 0,12177 0,95292 0,08821
09 582830 504515  0,69254  1,57307 —0,43979 0,24432 0,08198 0,96501 0,06186

07 . .
' |
! ! He-Luft 1
°r % 06 XY ‘ === Pr=Pr(c,).Sc=Sclc,) ——
\ H
st _P_e! ‘ N ! ——— Pr=Sc=! :
myTK 05 \ ——
Rey i\ AN
Wi E . N -
i \'\_ ‘
| AN
03 * BN sy
. SN K
AN |
\&\\ %ﬁ
0.2 >\ ~ — L — |
’%\'\ \\ c Rey
7e; Ny Tl
Ol f——t— Sh % ~—] = =
e E———
0 | l |
0 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050
2£wVw Re,
P, 'K

Bip 8. Abhéngigkeit der Stantonzahl fiir den Wirmeiibergang, der Stantonzahl fiir
den Masseniibergang und des Wandreibungskoeffizienten von der Helium-
injektion.
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BiLp 9. Wirkung der Heliuminjektion auf die Konzen- turprofile fiir konzentrationsabhingige Prandtl- und

trations-, Geschwindigkeits- und Ruheenthalpieprofile fiir =~ Schmidtzahlen und fiir verschiedene Werte der Wand-
konzentrationsabhéngige Prandtl- und Schmidtzahlen. temperatur.

o
N
~
o
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Bei der Interpretation dieser Ergebnisse muss man daran erinnern, dass der hier verwendete
Sutherlandsche Parameter (K) eine Funktion der Wandkonzentration ist, wihrend Baron [2]
die Chapman-Rubesin-Konstante (C) genommen hat, die nur fiir Luft-Luft-Stréomung gilt.

In Bild 8 sind die Ergebnisse des Reibungsbeiwertes, der Stantonzahl des Masseniibergangs und
des Wirmeiibergangs, als Funktion des Mengenbeiwertes mit der Analyse Pr= Sc = 1 von Abschnitt
5 verglichen. Bei dem Vergleich dieser Ergebnisse spielt die Verdnderung der Schmidtzahl an der
Wand, die zwischen 0,24 und 1,8 liegt, eine sehr wichtige Rolle. Fiir kleine Mengenbeiwerte sind die
hier erhaltenen Werte hoher als die nach der Analyse Pr = Sc = 1. Aber fiir grosss Mengen-
beiwerte nihern sich dic Werte der Analyse Pr = Sc = 1 an, weil die Schmidt- und Prandtlzahlen
in der Nihe von 1 liegen. Fiir sehr hohe Mengenbeiwerte verschwinden die Werte des Reibungs-
beiwertes und Wirmeiibergangs in beiden Analysen asymptotisch, wihrend die Stantonzahl fiir
Massentransport zunimmt, wie man erwarten konnte

Man muss beachten, dass die von der Prandtlzahl unabhingigen Reibungsbeiwert- und Massen-
transport Ergebnisse, wie sie von Baron fir beliebige Schmidtzahl erhalten wurden, nicht vollig
mit denen der Analyse Pr = Sc = 1 iibereinstimmen, wenn die variable Schmidtzahl sich 1 néhert.
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BiLp 11. Vergleich der Konzentrations-, Geschwindigkeits-,

Ruheenthalpie- und Temperaturprofile fir konzentrations-

abhingige Prandtl- und Schmidtzahlen mit der Pr = Sc = 1
- Analysis.

In Bild 9 und 10 ist die Auswirkung des Mengenbeiwertes bzw. der Anderung der Wandtemperatur,
auf die Konzentrations-, Geschwindigkeits-, Gesamtenthalpie- und Temperaturprofile, gezeichnet.
Diese Profile sind fiir die Machzahlen 2.0 und 4,875 mit der Analyse Pr = Sc = 1 in Bild 11 ver-
glichen. Es zeigt sich, dass der grosste Unterschied in den Gesamtenthalpieprofjlen vorhanden ist.

Bei den hoheren Mengenbeiwerten ergibt sich der bekannte Wendepunkt im Geschwindigkeits-
profil Dies ist bedeutungsvoll fiir den laminar-turbulenten Umschlag.

In Bild 12 sind die dimensionslose Verdridngungs- und Impulsverlustdicke als Funktion des
Mengenbeiwertes fiir verschiedene Werte der Wandtemperatur und Machzahl dargestellt. Fiir
zwel Machzahlen 2,0 und 4,875 sind die Ergebnisse der Verdringungsdicke in Bild 13 mit der Analyse
Pr = Sc = 1 verglichen. Es zeigt sich, dass bei grosseren Machzahlen die Verdringungsdicke
betrachtlich von der Analyse Pr = Sc = 1 abweicht.
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Bib 12 Wirkung der Heliuminjektion auf die dimensionslosen Impulsverlust- und
Verdringungsdicken fiir verschiedene Machzahlen und Wandtemperaturen.
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7. UBERSCHALLSTROMUNG AN DER LANGSANGESTROMTEN EBENEN PLATTE MIT HOMOGENER
AUSBLASEGESCHWINDIGKEIT UND BELIEBIGEN PRANDTLSCHEN UND SCHMIDTSCHEN ZAHLEN

7.1 Einfiihrung

Obwohl die exakte (numerische) Losung der Zweistoffgrenzschichten fiir die Ausblase-
geschwindigkeit v, ~ x™% von verschiedenen, schon in der Einleitung erwihnten Autoren gefunden
wurden, ist das Problem des homogenen Ausblasens eines fremden Gases, das eine praktische
Anwendung hat, bisher nicht gelost. Die anndhernde und exakte Losung fiir Luft-Luft-Str6mung,
unter der beschriankten Bedingung, dass die Prandtlzahl gleich 1 ist, ist von Yuan [8] bzw. Lew und
Fanucci [9] gefunden worden.

Im vorliegenden Kapitel ist eine Naherungslosung fiir eine kompressible Grenzschicht {ber
einer ebenen Platte mit gleichméssiger Ausblasegeschwindigkeit (v,, = konst.) eines beliebigen
fremden Gases untersucht worden. Wie wir spiter schen werden, gibt es in diesem Fall keine
geschlossene Losung der Grenzschichtgleichungen. Deshalb sind mit Hilfe der numerischen
Methoden, wie der doppelt-genauen Runge-Kutta-Methoden, zuerst die Impuls- und Kon-
zentrationsgleichungen, die unabhingig von dem Gesamtenthalpiefeld sind und darauthin die
Energiegleichung geldst worden, die das Gesamtenthalpiefeld bestimmt.

7.2 Losungsverfahren

Wie vorher in Abschnitt 6 gezeigt worden ist, wird die Grenzschichtstréomung der bindren
Mischung iiber einer ebenen Platte fiir beliebige Ausblasegeschwindigkeit und Prandtl- und
Schmidtzahl durch die Gleichungen (6.1) bis (6.3) beschrieben.

In der Folge habe die Ausblasegeschwindigkeit v,, an der Platte einen konstanten Wert. Dann folgt
aus (3.11)

' ;)p—“(p = ::—w Re* = konst. (7.1)
w o]

Wir definieren die Variable { statt &, so dass

_ =(”—<p) g = owlet (7.2)
Aus (4.8a) folgt
2 2
e (& (p> A (7.3)
He Pw

In dieser Analyse ist es zweckmissig die Gleichungen (6.1) bis (6.3) mit «(£) statt A(£) als einer Un-
bekannten auszudriicken. Daher folgt :

2
_ [2a— + 20%Y(c,,) dcl‘”] (7.4)
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wobei

& + 28,04, (S, — $VT,

{c1w) = Ty
l//' Lw. 1 +81C1w+82615 (T+S12/T:I)

(75)

Aus (4.8m) haben wir bereits
P = ol = By(1 — cy,,) Sc,. ]
= P(a, c,,,). (7.6)

Die Funktion F,, gegeben durch (4.14) mit 4 = O, ist eine Funktion von P allein. Damit und mit
den Beziehungen (7.2) und (7.3) erhalten wir

dF, , p2dF,dP

l-ag = 2 dP T (71
wobei
dP  0Pda + 0P dcy, (78)
A~ adl " ey, dC
ist.

Die durch (4.20) gegebene Grosse F, ist eine Funktion von P und c,,, oder mit anderen Worten
eine Funktion von « und c,,, weil P nach (7.6) eine Funktion von a und c,,, ist Damit und mit
(7.2) und (7.3) folgt :

dF, z.uw 0F;da  OF,dc,,
— = — . 79
A4 [aa & ey, 19)
Schliesslich haben wir aus (4.8a)
o i =Lty (7.10)

Pa Heo

Die Impuls- und Konzentrationsgleichungen (6.1) und (6.3) reduzieren sich mit Hilfe von (7.1)
bis (7.10) auf:

Impuls
dclw
afi(o €1w) 75 dC >+ *f(e, ¢1) s @1(a, C14) (7.11)
und
Konzentration
do de,q,,
cxf;,(rx, CIW)d—C + a2f4(tx’ clw) d—é = (PZ(a’ clw)’ (712)
wobei
0P dF
filo ciy) = Fi(P) + 0 o~ ——2 (7.13a)

b dP
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dF, oP
_ il R 7.13b
fz(a’ Clw) FI(P) ‘ll(clw) + dP aclw ( )
oF
£ e = Fo(Prey) + a2 (7.13¢)
oF
Sa(@, €4) = Fo(P, cy) Yleyy) + % ! (7.13d)
iw
01(@ ¢10) = %ﬂ'ﬁfﬁ [« + F5] (7.13¢)
und
He P
(2, ¢,) = ——0a. (7.130
el en) =2,
Aus (7.11) und (7.12) erhalten wir
Eig _ 1‘P1f4 — @2 /2
dd o fifa—fifa
(7.14)
_J!
o
und
deyy, _ 1 [¢2f1 - ‘P;f;]
14 o? fifo = fifs (7.15)
-9
=

wobei f und g Abkiirzungen fiir die Klammerausdriicke der rechten Seite von (7.14) bzw. (7.15) sind.
Die Gleichungen (7.14) und (7.15) sind simultane, lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
und konnen durch eine der bekannten numerischen Methoden gelost werden. An der Platten-
vorderkante ist die Anfangsbedingung a = 0, ¢;,, = 0 fiir { = 0. Folglich wird da/d{ an dieser
Stelle unendlich, und dc,,/d{ nimmt einen unbestimmten Wert an. Diese Schwierigkeit kann
dadurch iiberwunden werden, dass wir die Gleichungen in der folgenden Form schreiben:

at af1fa = f312)

do 0 fs — 021> (7.16)

und

dey, _ (@2/0)f; — (3,
da o1 fs—02fs

(7.17)



120 J. L. BANSAL

Es ist klar, dass fiir « = 0, ¢;,, = 0 auch d{/da = 0 ist. Der Limes von dc,,/dx muss aber noch
bestimmt werden.

ey i 2fym)
I}m iw = hm «-—“1 S 37
&Leiw™ 0 da RS ] 2f4
(F, OF
i ﬁ)
= lim 3 . {7.18a)
@ e w0 F?
2
éciw

An der Plattenvorderkante, wo & = 0 und c,,, = 0 ist, existiert das Blasiusprofil Deshalb kann
der Wert von o, erhalten im Abschnitt 6, im Limes ¢,,, — 0 angewendet werden, um den Grenzwert
der Gleichung (7.18a) zu bestimmen. Daher folgt

F,—F
FI»Z( ! ?+?fi’f>

. . F o
Iim —~ = lim 3
&1 —0 da a,C1w =0 a};‘7
dcy,.

(7.18b)

Fiir Helium-Ausblasen ist dieser Grenzwert 0,06195.
Daher sind die Anfangsbedingungen fir die Lasung der Gleichungen (7.16) und {7.17) im
allgemeinen:

| dt
(1—0, CIW—O, C»—O, &;MO
und
lim %1% segeben durch (7.18b) (7.19)

a0 da

7.3 Lisungsverfahren der Energiegleichung

Nach der Losung der Gleichung (7.16) und (7.17) mit der Anfangsbedingung (7.19) ist es leicht,
die Losung der Energiegleichung (6.2} zu finden.

Die-Funktion F,, gegeben durch (4.17), ist cine Funktion von «, ¢,,, und ¢,. Damit und mit den
Bezichungen (7.2) und (7.3) erhalten wir

dF p [0F,da  0F,dc,, OF,de
}.———4-—_—1 2w 4™ X4 1w s Qe ) b
=" [fm o *ac,, a e, dC] (7.20)

Mit Hilfe von (7.1) bis {7.10} und (7.20) reduziert sich die Energiegleichung (6.2) auf

d 0
F4'+'OC—61F—“:E (Xda (F4lﬁ+%>a2——clw+a2&%

w @t 3., )¥ Ta de, dC

wobei = 03(0 €1 H) + 1 H 4lc1) (7.21)

S
wﬂﬁwm=%bﬂﬁ%ﬂb%M%G%WJ%ﬁmﬁ (122)

w
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und
Pwheo 1
= 7.23
(P4(Clw) pa #w P]’w ( )

sind.
Die Gleichung (7.21) reduziert sich, wenn wir (7.14) und (7.15) darin substituieren und (6.20),
(7.16) anwenden, auf

d(ael) d Il(a? Ciws (P) - 8112(}2, clw)9 {724)
da
wobei
0 0
G1+W£0f+<mw+5?)g~%
I ¢y ) = % v (7.25)
2
und
d d
a%f + (gz!l/ + a—f-z-)g + 9a
Iy(a, ¢y,) = % ot (7.26)
2
sind.

7.4 Anfangsbedingung fiir die Ldsung der Gleichung (7.24)

Firr a = 0, ¢;,, = 0 (Blasiusprofil) sind die beiden Probleme von Abschnitt 6 und 7 die gleichen.
Deshalb wird der Wert e,, gegeben durch (6.26) fiir « = 0, ¢;,, = 0(d.h. an der Plattenvorderkante),
als der Anfangswert fiir die Losung der Gleichung (7.24) genommen.

So sind die Anfangsbedingungen fiir die Losung der Gleichung (7.24):

g1 — g3k
a=0; Ciy =0, e, = [T Y37 127
1 1 ( g2 + 9a )C;w=0,~cz=0

In der Praxis ist es empfehlenswert, die Gleichungen (7.16), (7.17) und (7.24) gleichzeitig zu 16sen.

7.5 Berechnung des Wirmeiibergangs
Mit der Absicht, die hier erhaltenen Ergebnisse zum Teil mit anderen Arbeiten zu vergleichen,
fithren wir die ortliche Nusseltsche Zahl fiir Wirmeiibergang ein. Sie ist definiert durch

mu=—6%lnm;—n) (7.28)

Mit unseren Bezeichnungen reduzicrt sie sich auf

Nu, =

5.t 32) (7.29)

{l
Ka(l + Qc, ) (1 + g4 + £,¢2,) (l . %)(%) Uy
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oder
b,{

T,\(T.\*
ol + Qcy, ) (1 + g4¢yy, + gchw)(l - “f)(’f)

a a

KcgNu, =

(7.30)

Fiir das Einblasen von Luft ist der Wert der Nusseltschen Zahl in einer exakten Analyse bei Pr = 1
von Lew und Fanucci [9] fiir { = 0,005, T,/T, = 0,5 und Ma, = 2 gegeben durch:

Nu, = 009177 <’-‘2>

vw

Durch Anwendung des Impulssatzes hat Lew [29] den Wert 0,10048 (u,/v,,) erhalten.

In der vorliegenden Analyse nimmt die Nusseltsche Zahl fiir das Einblasen von Luft unter den
gleichen Bedingungen den Wert 0,09668 (u/v,,) an. Dieser Wert ist besser als der von Lew erhaltene
und etwa um 5,3 Prozent hoher als der exakte Wert, den Lew und Fanucci berechnet haben.

O —

™ Crw
1,0 :
Wh=05 [/ N[ -
: //7
0,8 7
| /
/i y Whets | LA
0,6 - — - /
’/
/
0,4 / [
}
0,2 H— |
He-Luft
‘ ‘ ; Pr=Pr(c,),Sc=Sc(c,)
0 |
0 02 04 06 08 10 12 14 6 18 20

_¥w 2Ugx
e

BiLp 14. Verteilung der Heliumkonzentration an der Wand fiir zwei
zwei Wandtemperaturen (T,,/T, = 0,5 und 1,5).

7.6 Numerische Diskussion

Die Gleichungen (7.16), (7.17) und (7.24) fiir das Einblasen von Helium und fiir zwei Werte der
Wandtemperatur, nimlich T,,/T, = 0,5 und 1.5, und die Machzahlen 2 und 5, sind mit dem doppelt-
genauen Runge-Kutta-Verfahren auf dem IBM-7040-Rechner gelost worden. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 3 und 4 aufgefiihrt. Auf Bild 14 ist die Anderung in der Wandkonzentration (c;,,)
als Funktion der Anlauflinge { = [(v,./u.)? #X/v,] fiir heisse und kalte Platten gezeichnet.
Fiir einen gegebenen Wert { ist die Konzentration von Helium an der kalten Platte héher als
die an der heissen Platte, was auch zu erwarten war, weil mit der zunehmenden Temperatur die
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Diffusion von Helium in Luft schnell stattfindet. Obwohl die Konzentration asymptotisch zunimmt,
werden etwa 95 Prozent Konzentration schon bei { = 1,64 fiir T,/T, = 0,5 erreicht.

Auf Bild 15-17 sind die Geschwindigkeits-, Konzentrations- bzw. Gesamtenthalpieprofile fiir
verschiedene Werte der Anlauflinge { an einer kalten ebenen Platte fir 7,/T, = 0,5 und Ma, = 2
gezeichnet. Bild 18 zeigt die Anderung der Temperaturprofile fiir Machzahlen 2 und 5 fiir verschiedene

0.0522=% [4# e %'-e-f}
00990 o Vo
0.2088

0.3052

0,3959 | M@e=2.0
04939 |l =293°%
0,7508 Tw/l=0.5
09107 Pr =Pr(c,)
1,5934 Sc =Selcy)

He-Luft

i i ; i ! I
6,0 70 80 80 100 M0 120
oy
voK

Biep 15 Ebene Platte mit gleichférmiger Injektion von Helium i Luft Ge-
schwindigkeitsprofile fiir verschiedene Werte des Entfernungsparameters {.

Ma, = 2.0 Yy JPUp¥
He -Luft T =293 %K ¢ [ (?f:) %;]
T/T=05 00522
Pr =Pr(e,) ;a,ogso
Sc=Se (C]) 0,2088
03052
03959
04939

06

04

L4
%K

BiLp 16. Ebene Platte mit gleichformiger Injektion von Helium in Luft
Konzentrationsprofile fiir verschiedene Werte des Entfernungspara-
meters (.
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14
H/Hg
12
1,0
08 (w2 “LJ‘]
Yo' Vo He-Luft
09107
oas . Mﬂu=2,0
0,7508 T, =293°
0,5978 Tw/Ta=0,5
04 AN 04939 Pr=Pr(c,)
\ 0,3959 Sc=Sc(c,)
0,3052
02} \\\\: 0,2080
\\—0.0990
—0,0522
7] il L | | | it I L
0 1.0 20 30 4,0 50 60 70 80 90 100
[ 4
VoK

BiLp 17. Ebene Platte mit gleichformiger Injektion von Helium in Luft.
Ruheenthalpieprofile fiir verschiedene Werte des Entfernungsparameters ¢.

16
,Z:;' He-Luft
o 1.4 |
14 ~ He-Luft ulug Mgy =2 —
1724 S\ Mage2 — c, N Ma, =5 ——
rze [ AN Mog=5—— L2 /N
!/ \—
~N / \
10 L j >
/
)2_,, 08 F T,
> o / ) 1=0,099
T,=293°K
H/H, o
a6 if // ’ Tu/Ta=05
Pr=Pr(c,)
/1,205 / u/ug !
T, =293 °K 04N Se=Sele)
Pr=Pr(c,)
Sc=Scley) 0.2 ( /i \\ o
/
0 L i | { L L L 0 h - . ) .
o o1 02 03 04 05 06 07 08 0 10 20 30 40 50 60
Ywy 24
YaK WK

BiLD 18. Ebene Platte mit gleichférmiger Injektion von Helium
in Luft Temperaturprofile firr verschiedene Werte des
Entfernungsparameters { und die Machzahlen 2 und 5.

BiLp 19 Wirkung der Machzahlinderung auf die Konzen-
trations-, Geschwindigkeits-, Ruheenthalpie- und Tempera-
turprofile fir gleichformige Injektion von Helium in Luft.

Werte von (. Die Anderung der Geschwindigkeits-, Konzentrations-, Gesamtenthalpie- und
Temperaturprofile bei { = 0,099 fiir die Machzahlen 2 und 5 ist auf Bild 19 dargestellt.

Die Reibungs- und Massentransportbeiwerte sind unabhingig von der Machzahl Auf Bild
20 und 2! kann man sehen, dass ihre Werte schnell in der Nidhe der Plattenvorderkante abnehmen
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und die weitere Abnahme dann asymptotisch verlduft Bild 22 zeigt die Anderung in KcyNu, als
Funktion der Anlauflinge { bei T,/T, = 0,5 fiir die Machzahlen 2 und 5. Um zu vergleichen, ist
die Kurve fiir Ausblasen von Luft im Fall Pr = 1 auch in Bild 22 gezeichnet. Man sieht, dass der
Wert KcyNu, fiir das Ausblasen von Helium im Vergleich zu dem Ausblasen von Luft erheblich
vermindert werden kann. Wie von Lew und Fanucci [9] berichtet wurde, ist fiir Luft-Ausblasen

2Cq

2 He-Luft
/T
e Pr=Pric, ),
1 ~-15 Sc=Sclc,)

) :ﬁ*—l—_L

0 a1 a2 03 04 a5 06 0,

08 a9 0
Yw 2 Ugg X
Uy Voo

BiLD 20. Abhéngigkeit des Wandreibungskoeffizienten vom Entfernungs-
parameter {.

e
] ~

5 | T

Sty |
2C, f }
\
; ;
He -Luft i
2 Pr:Pr(c,) ;
Sc=5cf(c,) i
L/, i
! ¥

15

)5

0 a 02 Q@ 04 05 08 07 08 08 10
| (% 2 ygx
\a) Ve

BiLD 21. Abhingigkeit der Stantonzah! fiir Masseniibergang vom Entfer-
nungsparameter (.

der Wert KcyNu, gleich 0,09177 fiir { = 0,005, T,,/T, = 0,5 und Ma, = 2. Fiir Helium-Ausblasen
kann man von Tabelle 3 ablesen, dass dieser Wert etwa 0,045 betrigt, was etwa 50 Prozent niedriger
liegt.



126

J. L. BANSAL

0.24

KCqNu,

o

020

018

016

0

—~——F——F—
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| He-Luft
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Luft~Luft —— Pr=1
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BiLD 22. Abhangigkeit der Nusseltzahl fir Warmeiibergang

vom Entfernungsparameter {

6,0
v "
YKo Y 8*
vw © o 4
w
Yo K
40 -
i0r NTs He-Luft
.2 T =293°K
201 e Tw/T4= 0.5
Pr=Pr(c,)
wof . se =setcy
Yo
R —
0 T T T L ] L ) L I
4 o1 02 03 04 0,5 06 0.7 08 09

Bilp 23. Wirkung der Machzahlinderung auf die dimensionslosen
Verdringungs- und Impulsverlustdicken fiir gleichférmige Injektion von

Helium in Luft.
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Tabelle 3. v,, = const, T,/T, = 0,5, T, = 293°K

Ma =2 Ma=>5 . Ma =2 Ma=>5
& 1w ¢ e, e ¢s/2¢e Stw/2¢ KcoNu, KcgNu,
0,0 0 0 1,17839 1,46996 o' od] 0 0
0,7 0,12509 0,00494 0,89130 1,38989 3,31307 4,48648 0,04439 0,18447
2,0 0,35638 0,05221 0,08443 1,18615 0,60254 0,86943 0,05596 0,23277
2,6 0,47798 0,09903 —0,30511 1,03361 0,34574 0,52469 0,05229 0,21832
35 0,65098 0,20884 —0,64972 081267 0,17307 0,30307 0,04535 0,19057
4,1 0,73374 0,30516 —0,70942 0,71552 0,12173 0,24398 0,04276 0,18163
4.6 0,78389 0,39588 —0,70520 0,66041 0,09562 0,21624 0,04153 0,17547
51 0,82166 0,49392 -0,67774 0,62060 0,07772 0,19836 0,04075 0,17235
5,6 0,85059 0,59777 —0,63988 0,59074 0,06481 0,18613 0,04019 0,17014
6,3 0,88078 0,75078 —0,58147 0,55939 0,05188 0,17454 0,03959 0,16775
70 0,90279 0,91071 -0,52393 0,53556 0,04271 0,16675 0,03907 0,16568
9.8 0,94991 1,59344 —0,34050 0,47285 0,02331 0,15175 0,03705 0,15735
10,0 0,95189 1,64397 —0,33032 0,46939 0,02249 0,15117 0,03689 0,15672

Auf Bild 23 sind die dimensionslosen Verdringungs- und Impulsverlustdicken als Funktion der
Anlauflinge { fiir die Machzahlen 2 und 5 gezeichnet Die Impulsverlustdicke ist unabhingig von
der Machzahl, wihrend die Verdringungsdicke mit wachsender Machzahl zunimmt.

Bei einer Kegelspitze, die symmetrisch in einer Uberschallstrémung liegt [27], sind Druck,
Geschwindigkeit und Dichte hinter dem Stoss léngs einer durch die Kegelspitze verlaufenden
geraden Linie ausserhalb der Grenzschicht konstant, solange der halbe Offnungswinkel des
Kegels kleiner als der kritische Winkel ist. Die Stromung in der Grenzschicht am Kegelmantel kann
daher aus der Stromung in der laminaren Grenzschicht an einer lingsangestromten ebenen Platte
bestimmt werden, bei der die gleiche Dichte und Geschwindigkeit wie in der Stréomung ausserhalb
der Grenzschicht der Kegelspitze vorhanden ist.

Der Reibungsbeiwert, die Stantonzahl fir Masseniibergang und die Stantonzahl fiir Wiarmeiiber-
gang sind folgendermassen fiir beide Systeme verbunden [27].

¢;\/(Re) — Stn/(Rey)  StRe, g r3(s) ds
[cf \/Res]A B [Stm \/Res]A - [Sth \/Res]A B sr%(s)

(8.9)

wobei der Index A die Werte fiir Rotationskdrper darstellt.

Oberflichenreibung, Wirme- und Masseniibergang sind beim Kegel um den Faktor /3 grésser
als bei einer entsprechenden ebenen Platte mit der gleichen Dichte, Druck, Reynoldszahl usw.

Als Beispiel sind die Konzentrations-, Geschwindigkeits-, Gesamtenthalpie- und Tempera-
turprofile fiir Ma, = 10, Ma, = 4,875,0 = 22°, 4 = 16,74°, T, = 223°K, T, = 825,1°K, T,/T, = 1,0
und 20 und [ £,], = —(,/3)/10 in Bild 24 eingetragen.
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BiLp 24 Konzentrations- Geschwindigkeits-, Ruheenthalpie-

und Temperaturprofile an einem Kreiskegel mit Injektion

von Helium in Luft und fiir verschiedene Wandtempera-
turen.

8. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Beim Flug mit hohen Uberschallgeschwindigkeiten werden als Folge des Aufstaus und der
damit verbundenen ziihen Dissipation in der am bewegten Korper sich ausbildenden Grenzschicht
Oberflichentemperaturen erreicht, die mit dem Quadrat der Machzahl anwachsen (vergl Gleichung
(5.31)). Derartige Temperaturen werden eine Steigerung der Fluggeschwindigkeiten ernstlich
begrenzen. In der vorliegenden Untersuchung wird die Wirkung des Einblasens eines Kithlmittels
durch die Oberfliche betrachtet, dessen physikalische Eigenschaften von denen der Aussenstromung
verschieden sind. Wegen der Kompliziertheit der Grenzschichtgleichungen wird ein Néherungs-
verfahren benutzt. Es ist bemerkenswert, dass die niherungsweisen Ergebnisse auch in denjenigen
Fillen sehr niitzlich sind, wo an sich exakte numerische Losungen existieren, weil die Ndherungs-
ergebnisse in geschlossener Form vorliegen und daher fiir eine Untersuchung der Parameterénderun-
gen in solchen Fillen geeignet sind, auf die sich die numerischen Ergebnisse nicht erstrecken.

Obwohl wir uns bei den Berechnungen auf die Geometrie der ebenen Platte und des Kreiskegels
beschriinkt haben, ist die in Abschnitt 4 entwickelte Analysis von allgemeiner Art, und auch die
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Fille mit nichtverschwindenden Druckgradienten konnen damit behandelt werden. In solchen
Fillen scheint jedoch eine simultane numerische Losung der Impuls-, Spezies- und Energiegleichung
unvermeidlich zu sein.
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APPROXIMATE CALCULATION OF HEAT- AND MASS TRANSFER IN LAMINAR SUPER-
SONIC BOUNDARY LAYERS WITH INJECTION OF A LIGHT GAS

Abstract—The following research is intended to develop a general approximate solution for the binary
mixture boundary layer when the fluid properties are variable and the Prandtl and Schmidt numbers are
arbitrary and concentration dependent. The method developed is applied to different flow problems and
the results are compared, wherever possible, with the known exact solutions. It is found, contrary to the
results of Baron, that in helium injection the Prandtl number at the wall does not decrease below 0-675.
Moreover, the results of skin friction and mass-transfer obtained in the present analysis for arbitrary
Schmidt number, do approach to the Pr = Sc = 1 analysis when Schmidt number approaches unity.
Besides, the method helps in finding a solution for the flow past a flat plate with homogeneous injection
for which a similar solution is not possible.

CALCUL APPROCHE DU TRANSFERT THERMIQUE ET MASSIQUE DANS DES COUCHES
LIMITES LAMINAIRES SUPERSONIQUES AVEC INJECTION D’UN GAZ LEGER
Résumé—On a mené cette recherche afin de développer une solution générale approchée de la couche
limite de mélange binaire quand les propriétés du fluide sont variables et quand les nombres de Prandtl
et de Schmidt dépendent de la concentration. La méthode développée est appliquée & différents problémes
d’écoulement et les résultats sont comparés. partout ol c’est possible, avec les solutions exactes connues.
On trouve. contrairement aux résultats de Baron que lors d’une injection d’hélium le nombre de Prandtl
a la paroi ne décroit pas au-dessous de 0,675. De plus, les résultats de frottement superficiel et de transfert
massique obtenus dans I’analyse présente pour des nombres de Schmidt arbitraires, approchent ’analyse
4 Pr = Sc = 1 quand le nombre de Schmidt approche I'unité. D’autre part, la méthode permet de trouver
une solution pour I’écoulement sur une plaque plane avec injection homogene, cas pour lequel une solution
similaire n’est pas possible.

INPUBJIUWHREHHOE BBIYMCJAEHNE TEILJIO- U MACCOIIEPEHOCA B
JIJAMMHAPHLIX CBEPX3BYKOBBIX IIOTPAHUYHLIX CJOAX ITPU
NHHERIIMNA JETKOT'O TA3A

AHHOTaIMA—DB HAacTOALIEM HUCCHEOBAHMU IIBITAITCH HAUTH 00llee NpUGAMHIEHHOE PelleHKe
AJIA MOTPAHMYHOTO CJIOA [BOWHOW CMECH, KOTHAA CBOHCTBA MKUAKOCTM [EPEeMeHHBIe W YUCIA
Mpanarna u HImugra npoussosbHble 1 3aBUCANLINE OT KOHCHCTEHL MK . PaspaGoTaunsrii MeTog
NpMMEHAETCA K PAasJHyHbIM 1po6jeMaM MOTOKA ¢ pe3yJbTaThl CPAaBHUBAIOTCA, e€CJH
BO3MOMHO, C UBBECTHLIMU TOUHBIMM pellieHMAMU. B otsimdue or pesayabsratoB Bapona Haiuam,
4TO NPH MHMKEKUMH resuda ducio Ilpamaraa y crenku He magaer nmwxe 0,675. Kpome rtoro,
pe3yJbTaThl TPEHNA TOBEPXHOCTHOTO CJIOA W IIePEHOCA MACCH, MOJYYelHble P HACTOAIIEM
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aHajause [JIA npou3BojpHOro umucia UImupra npubmuskarorca K aHauusdy Pr = Sc =1,

korfa umuciao IHmmpra mpubukaercA K efuHMIle. JTOT METOJ TAKMKe [O3BOJUT [OCTPOUTH

peillenue IJIS NOTOKA C TOMOTeHHON MHMeKuuell mpu 06TeKAHWM TMJIOCKON MIACTHHBI A
KOTOPOTO AHAJIOTHYHOE peLIeHHe HEBO3MOMKHO.



